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FONCTIONS CONVEXES

- Propriété 0.1

Pour deux réels z < y et pour A € [0, 1],
(1 =Nz + Ay € [z, y].

De plus, si on pose f : A (1 — )z + Ay, alors f réalise une bijection continue et
strictement croissante de [0, 1] sur [z, y] et de ]0, 1] sur |z, y[.

Explications

On considére un segment [z, y], avec z < y et A € [0, 1]. On veut aller de z a y a
vitesse constante en un temps 17" = 1..

A T'instant 0 on est en z et & 'instant 1 on est en .

On construit donc une fonction affine :

A
' T y

L’équation de la droite s’obtient simplement par

—x

u(N) = ?i 5 XxAtz=(y—ax)A+z=(1-Nz+ M.
Ainsi, u(\) décrit le segment [z, y] lorsque A varie de 0 & 1.
D’un point de vue physique, le point ¢ correspond au barycentre (centre de gravité) des
points x et y affectés respectivement des masses (1—\) et A (on travaille avec une unité
de masse égale a la somme des masses présentes en x et en y pour avoir 1 —A+ X = 1).

Ad (1 —X)d

* Ainsi, le point ¢ sera d’autant plus proche de x que la masse affectée & x est impor-
tante par rapport a celle affectée a y, c’est-a-dire pour A\ proche de 0.

* Quand A s’approche de 1, la masse sur y devient largement prépondérante et c est
proche de y.

* Pour A = %, on observe que x et y sont affectés des mémes masses et que le barycente
est exactement au milieu : © = %

Dans le cas général, si on note d = y — x la distance entre x et y, alors ¢ =
1-=Nz+dy=z+Ay—2) =2+ .
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On voit bien alors que A désigne la proportion du segment entre x et c.

On remarque également que 1'on peut obtenir I'intervalle ouvert en prenant la restric-
tion a ] — 1, 1[.

Ce paramétrage est une bijection de classe € de [0, 1] sur [z, y].

Il permet de décrire facilement n’importe quel segment et il est immédiatement
généralisable en dimensions supérieures avec

OC = (1— \OA + \OB.

Définition 0.2 (Fonction conveze)

Soit I un intervallede Ret f : I — R.
f est convexe sur [ si, et seulement si

V(z,y) € I, VA€ [0,1], f Az + (1= N)y) < Af(x) + (1= A)f(y).

A La notion de convexité n’a de sens que sur un intervalle (sinon, il n’y a aucune
raison que le point dont on recherche l'image soit dans I).

Explications

Géométriquement, une fonction est convexe, lorsqu’elle est sous ses cordes.

La corde a la courbe entre x et y est définie par ’ensembles des barycentres des
points du plan (z, f(z)) et (y, f(y)) qui s’écrivent en coordonnées barycentriques
sous la forme

(A=Nz+Xry, A=Nf(2)+Af(y)).
Le fait que la courbe de la fonctions soit sous cette corde se traduit alors simplement

FOA=Nz+Xy) <A =) f(x) +Af(y)

C’est bien la définition d’une fonction convexe.

)]

1 =2)f(x) + Af(y)

i(1=Nz+ Ay y

\]

/ 4 5 6

F((1 =Xz + Ay).

Définition 0.3

Une fonction f définie sur un intervalle I est concave sur I, si —f est convexe
sur I.

Exemple
x — 22 est convexe sur R.
En effet, pour (z, y) € R? et A € [0, 1],

(1= Nz +My)? = (1= N2z + 222 + 2(1 — M) Azy.
Or 2 |zy| < 22 + y?, donc

(1 =Nz+2y)° < (1 =22+ (1= NA) 22+ (A2 + (1= )N 2 = (1 - A) 2>+ )y

Donc la fonction est bien convexe.

- Lemme 0.4

Soit I un intervalle et n > 1.

Pour tous points (z1, 9, -+, ,) de T

, An) tels que Y. Ay =1,0na
k=1

et pour tous réels positifs (A1, Ag, -

i Az € 1.
k=1

Preuve

On note m = min z, et M = max xx de sorte que Vk € [1, n], m < zx < M.
<k<n 1<k<n
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Or Ax > 0, donc \pm < A\pxe < A\ M. Or, en appliquant ’hypothése de récurrence aux points (z1, - -+, x») affectés des coef-
Donc par somme d’inégalités

n n " ficients L\, - —2—X\, | on trouve alors
m = Z/\km g /\k:vk < )\kM =M. k§1 Ak E Ak
k=1 k=1
Or m €I et M € I qui est un intervalle, donc > A\pzi € I. [ | fla n Z)\kf (k).
k=1 Z Ak k=1
— Théoréme 0.5 (Inégalité de Jensen
(Incga e Jensen) Les deux inégalités mises ensemble donnent donc
Soit f une fonction convexe sur un intervalle I et n > 1 un entier. i1
Pour tous points (1, 2, -+, x,) de T . f (Z )\kxk) <Z )\k) )+ Ansr f(@ni1)
et pour tous réels positifs (A1, Ag, -+, A,) tels que > A\, =1, 0on a k=1
k=1
n n < <Z )\k> - Zx\kf(mk) + A1 f(@nt1)
f Z Az | < Z A f(xg) k=1 1;::1 A k=1
k=1 k=1 n
- . < Aef(T) + An T
Pour n = 2, on retrouve la définition de la convexité en prenant A = A\s et donc \; = ; e/ (@) AC
]. — )\ n+1
<D Ak ().

Preuve k=1

On prouve 'inégalité par récurrence sur n > 1. Initialisation : pour n = 1, le résultat -

est trivial.
Hérédité :
rang n + 1.
On considére donc (z1, - - -
de somme 1.

Si pour tout ¢ € [1, n], A; = 0, alors A,+1 = 1 et on se rameéne au cas de initialisation.
On suppose donc & présent qu’il existe ¢ € [1, n] tel que A; # 0.

On suppose le résultat vrai & un rang n > 1 et on veut le montrer au

, Tnt1) des points de I et (A1, -+, Ang1) des réels positifs

n
Ainsi, par positivité des A;, on sait que > Ax # 0 ce qui permet de poser :
k=1

= — Z)\kxk, et Yy =2Tnt1.
2

On note également © = Ap41 de sorte que 1 — = > Ag.
E=1
Ainsi on peut écrire
n+1

D Mk = (1— p)z + py.

On remarque que z est lui-méme combinaison convexe de (x1, - - -
b
A .. TL
=1 N (DENDY
I’hypothése de récurrence.
g’aprés la convexité de f sur I appliquée avec p, on trouve donc

n+1
f (Z Am) =f
k=1

, Tn,) affecté des poids

) donc z € I d’aprés le lemme et qu’on pourra donc lui appliquer

(1= mz+ py) < A=p)f(@)+nf(y (ZM) T)+Ant1f (Tns1) -

~ Théoréme 0.6 (Croissance des pentes)

Soit f définie sur un intervalle I.
f est convexe sur [ si, et seulement si

fly) — f(z)

y—x z—x z—Yy

Yz, y,2) el z<y<z=

Une seule inégalité des pentes suffit pour avoir la réciproque.

v

N

Ce théoréme est a apprendre avec son schéma ou on observe bien les pentes des
différentes cordes a la courbe, que ’on classe aisément par ordre croissant.

Cette propriété est souvent trés efficace pour démontrer des résultats sur les fonctions
convexes.
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Preuve

Sens direct.
Soit f convexe sur I. Comme y €]z, z[, il existe A €]0, 1] tel que y = (1 — X)z + Az.
On remarque alors que y — x = A (z — ). Par convexité de f, on peut écrire

) = F (1 =Nz +A2) <A =N [f(@) + Af(2).

Ainsi, on obtient f(y) — f(z) < A(f(2) — f(z)). Or z — 2 # 0, donc A = Y= ce qui
donne f(y) — f(z) < (y — z) L2=L=) f“‘)

De plus y — z > 0, donc
F0) = f@) _ §) -~ f@)
y—x z—x
On fait de méme avec 1 — A, ce qui donne f(y) — f(z) < (1 — A) (f(z) — f(2)) =
i (f(e) = f(2))-
En divisant alors par y — z < 0, on obtient

fR = fy) _ [y = f(2) J fl@) = f(z) _ f(z) = f(a)

=
z—y y—z T—z z—x

Ce qui donne la deuxiéme inégalité.
Réciproque : supposons a présent que la fonction f vérifie une des inégalités des pentes
sur 1.
On pose alors z < z deux points de I et A € [0, 1]. On note y = (1 — Nz + Az € [z, z].
Si A =0 ou A = 1, une simple vérification montre que f (y) < (1 — A)f(z) + Af(2) et
qu’on a méme 1'égalité.
Supposons a présent que A €]0, 1],
e Si f vérifie la premiére inégalité, alors y €]z, z[ et on peut appliquer 'inégalité des

pentes.

Ainsi

)~ @) _ f() ~ f(a)
y—x . z—x
Et par produit avec y —x > 0, on retrouve f(y) < f(z) + == (f(2) — f(=)).
Or £=2 = X, donc f(y) < (1 — A)f(z) + Af(2) ce qui prouve la convexité de f.

e De méme, si f vérifie la deuxiéme inégalité, alors

fG) = f@) _ f(z) = fly)

z—x

=~
z—x z—y
Et par produit avec z — z > 0, on trouve —f( > —f(z)+ =2 (f(2) — f(z)).
Puis par produit par —1 < 0, on obtient f(y 1- y) — f(x).

Or =% =1— A, donc f(y) < (1= N)f(z) + )\f( ) ce qui prouve 1a convexité de f.
e Enfin, si f vérifie 'inégalité entre les deux extrémes, alors

f) = 1) _ 1) = f)
y—z  z-y

Et par produit avec y —z > 0, on trouve f(y) + Y=, f(y) > f(z) + L= f(2).

C’est-a-dire R -
=2 1) < fa) + L 5 e)

Ce qui donne par produit avec Z=% > 0,

f) < =2 f(@) = 2= f(2).

zZ—

Or =% =1— A, donc f(y) < (1 = X)f(x) + Af(z) ce qui prouve la convexité de f.
|

- Propriété 0.7

Soit f une fonction convexe sur I. Soient x et y deux points de I avec = < y.

La courbe de f sur [z, y] est sous la corde [(z, f(z)), (v, f(y))] et au dessus en
dehors de [z, y].

Autrement dit, la courbe de f est en dessous de ses sécantes entre les points de
séquence et au dessus en dehors.

Preuve
Tout point ¢ du segment [z, y] peut s’écrire sous la forme ¢ = (1—X)z+Ay avec A € [0, 1].
Par convexité de f, on en déduit donc que f(c) < (1 — X)f(z) + Af(y).
f(c) désigne ordonnée au point ¢ sur la courbe de f et (1 — N)f(z) + Af(y) désigne
I’ordonnée au point ¢ sur la corde.
Ceci prouve bien que la courbe de f est au dessus de sa corde sur [z, y].
Pour z > y, I'inégalité des pentes donne ﬂzz:i(y) > f(y;:ip(z),
Et par positivité de z — y

) = ()
Yy—x

sur la corde

f(z) =2fW)+ -y

sur la courbe

On obtient la méme chose pour un point avant z par un raisonnement similaire (exer-
cice). [ ]

— Théoréme 0.8

Si f est dérivable sur un intervalle I et & valeurs réelles.

f est convexe sur I si, et seulement si f’ est croissante sur I.

— Corollaire 0.9

Si f est deux fois dérivable sur un intervalle I et & valeurs réelles.

f est convexe sur I si, et seulement si f” est positive sur I.

Preuve
Si f est convexe sur I, on note z < y deux points de I. Pour tout point = + h €]z, y|,
I’inégalité des pentes donne

fle+h) - f@) _ fly) - fz)
h S oy—z
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Par passage de I'inégalité a la limite quand h — 0, on trouve donc

’ fly) — f(=)
< —,
f'@) < =L
Par ailleurs, pour h < 0 tel que y + h €]z, y[, I'inégalité des pentes donne

)= f@) fW) = fly+h) _ fly+h) = Fy)

y—x —h h

A nouveau, par passage a la limite, on trouve

fly) — f(=)

fla) < TU =2

< f'(y).

Ce qui prouve bien la croissance de f.
Réciproquement, si f est croissante sur I, alors pour z < y < z, d’aprés 1’égalité des
accroissements finis, il existe ¢1 et co tels que z < c1 <y < ca <y et

f(y)_f(x)_ (e (e :f(z)_f(y)
BT =f(ca1) < f(e2) =y

Ce qui prouve bien que f est convexe.

Théoréme 0.10

Si f est convexe sur I, a € I et f dérivable en a.
Alors la courbe de f est au dessus de sa tangente en a.

Preuve
Cela revient a montrer que pour tout = € I,

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a).
Pour z > a, on pose a + h €]a, z[ et par convexité, on obtient

flath)=fla) _ f(z) = fla)

~
h r—a

En passant I’inégalité a la limite pour h — 0, on obtient f’'(a) < w ce qui se
transforme en 'inégalité cherchée.

On fait de méme pour = < a.

(Pour z = a, c’est trivial). ]

Propriété 0.11

Si f est dérivable sur I et si sa courbe est au dessus de toutes ses tangentes,
alors f est convexe sur I.

Preuve
En exercice. u
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