MPSI

COMPARAISONS LOCALES DE
FONCTIONS

Ce sont les mémes notions et résultats que pour les suites. La seule différence est que
la comparaison asymptotique ne se fait pas nécessairement en +00, mais peut se faire
en n’importe quel point a € R.

1 NEGLIGEABILITE ET CROISSANCES COMPAREES

Revoir les croissances comparées du chapitre sur les fonctions usuelles.

~ Définition 1.1 (Fonction négligeable devant une autre)

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur I et a € I.

x
Si g ne s’annule pas sur un voisinage de a, et si lim M =0,
r—a g(aj)

alors on note au voisinage de a
f(@) = 0z409(z).

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a.

Explications
Cette notation, dite de Landau, se comprend ainsi :

« f(x) est aussi petit que 'on veut devant g(x) pour z suffisamment proche de a. »

- Théoréme 1.2 (Croissances comparées en +0c.)

Soient (o, B) € (Rj)2 et a > 1.
Au voisinage de +00, on a les relations suivantes :

In” (2) = 0ppoo (2%) et 2% = 04400 (a%).
Que l'on peut résumer avec la notation de Vinogradov :

I’ (z) < =% < a®.

Se souvenir : Les exponentielles ’emportent sur les puissances, qui ’emportent sur
les logarithmes.

Preuve

e Logarithme :
* On va montrer la croissance comparée pour le logarithme en 400 avec o = 1 et
B > 0. Nous verrons que tous les autres cas en découlent directement. On suppose
donc a=1et 5> 0.

Rappel sur la croissance de l’intégrale :

Si f<gsurlalors [, f< [, g

Nous retrouverons ce résultat de terminale lorsque nous parlerons
d’intégration. C’est simplement la traduction algébrique de la constata-
tion suivante :

Si f est en dessous de g, alors sont aire (algébrique) est plus petite que
celle de g.

On sait que V¢t > 1, = < 1, donc par croissance de 'intégrale

~+ | =

Ve > 1, lnx:/ lntdtg/ ldt=z—-1<=x
1 1
c’est-a-dire
Vr>1, Inx<ux.

En particulier, si on choisit « €]0; 3], alors pour z > 1,ona z” > 1
Donc la relation précédente reste vraie si on remplage x par x” et on obtient :

yInz=Inz" <z pour = > 1
ylnz 41
Inx 1
= 0< — < (car v > 0)

o S P

. 1
Orﬁ—7>0,alorstTwW—0

Donc par le théoréme d’encadrement :
1
lim nr

r—+4o00 .’Eﬁ

=0.

* On peut généraliser ce résultat pour @ € R quelconque.
En effet,
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— si @ < 0, alors pour z > 1, In®(z) < In z, et limite s’obtient par comparaison.

1
— si a > 1, alors on peut étudier rﬁl—/x avec B/a > 0.
x «@
Si la limite est nulle (ce qui est le cas), alors elle reste nulle, une fois mise a la

puissance a > 1.

* Pour la limite en 0 on fait le changement de variable X = % et on en déduit la
limite voulue.

e Exponentielle :
C’est une conséquence directe du point précédent sur le logarithme.

ﬁ _ SBlnz—zlna _ eft(ﬁlnTm—lna).
az
Or lim 51n7x —Ina = —1na (d’apres le point précédent)

x—+00
Donc par produit des limites, comme a > 1,

lim x <5m—m - 1na> = —00.
xr—+o00 €T

Donc par composition des limites, on a le résultat voulu.
De méme en —oo.

Méthode (Fonctions puissances)

Lorsque x est dans ’exposant, il faut en général repasser par la définition de la
puissance avec ’exponentielle.

Exemple
. e Inz
Etudier la limite en +oo de la fonction définie pour tout « > 1, par f(z) = 5
T
Solution :
Vinz Vinz

— e _ € _ Vlnz—2lnz

POHI‘.’L'>1,f(CE)—7—W—e
S
= (7 2) (car VInz #0siz > 1)
. 19 . . 1 _ — _

Or xgrfoo Py 2 2, donc par produit xglfoo Inz (\/ﬁ 2) 0.
En composant par ’exponentielle, lim = 0.

T—+00

~ Propriété 1.3 (Opérations sur les petits o)

1. Combinaisons linéaires :
Si f(x) = 0s5a(g(2)) et h(z) = 0za(g(x)), alors V(A p) € R?, Af(z) +
ph(z) = 0pa(g(x)).

2. Produit :
Si fi@) = o0smalg1(@)) et fo(x) = 0s-alg2(x)), alors fi(z)fo(z) =
Ow—>a(91(£)§2(x))'

3. Produit par une méme fonction :
Si f(x) = 0p54(g(x)), et » € R (ne s’annule pas a partir d’un certain rang),

alors f(x)p(x) = o(g(2)¢(x)).

4. Passage a la puissance :
Si f(@) = 0z-a(9(x)) et > 0, alors (f(2))" = 0s—a ((9(2))7).

5. Fonctions « extraites » :
Si f(z) = 0smalg(z)) et u = J — I telle que lirr%)u(x) = q alors f(u(z)) =
z—

0z (9 (u(2))) -

2 FONCTIONS EQUIVALENTES EN UN POINT OU A L’INFINI

Définition 2.1 (Fonctions équivalentes)

Soient f, g définies sur I et a € I tels que g ne s’annule pas au voisinage de a.
Les fonctions f et g sont équivalentes en a, si lim fz) _
T—

a 9(2)
On note f(x) ~ g(z).

Exemple

Si lim f(z) = ¢ € R*, alors f(z) ~ £.
r—a a

A C’est faut pour £ = 0, on n’écrit jamais qu’'une fonction est équivalente a 0.

— Théoréme 2.2

La relation ~ est une relation d’équivalence :
o (symétrie) : f(z) ~g(x) <= g(z) ~ f(2).
o (refleivite) : f(z) ~ f(2).
o (transitivité) : si f(x) ~ g(x) et g(x) ~ h(x) alors f(x) ~ h(x).

En supposant que les fonctions f, g et h sont définies sur I, a € I et les fonctions
ne s’annulent pas sur un voisinage de a.
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Preuve Preuve @)
. T
e Par passage a I'inverse de la limite. f(z) ~ 9(z) = 9}13}1 9(2) =1
o L tient est tant égal a 1, donc tend 1.
e quotient est constant égal a onc tend vers im flx) =0
. ﬁgi; = gg;; X ff(ﬁ; et on conclut par produit des limites. e—a g(x)
. o £ — @)
r—a g(z)
~- Théoréme 2.3 (Propriétés conservées par la relation d’équivalence) F(@) = 9(x) = 0ssag(2).
La seconde équivalence s’obtient par symétrie. |

1. Deux fonctions équivalentes en a sont strictement de méme signe sur un voisi-
nage de a.

2. Deux fonctions équivalentes en a ont le méme comportement asymptotique :
si 'une admet une limite, alors I’autre posséde la méme limite.

Explications
L’intérét des équivalents est de se ramener & des fonctions plus simples ayant le méme
comportement asymptotique.

Preuve
Cette preuve est pour a un nombre réel fini. La preuve pour a = £oo ressemble
beaucoup.
1. Si f(z) ~ g(z), alors lim ggg = 1. En choisissant ¢ = 1, il existe n > 0 tel que
a r—ra

Vz €la —n,a+ n[NI, ggg > 1
Donc sur un voisinage de a, f et g sont de méme signe (et f ne s’annule pas).

2. On pose ¢ : T J;gﬁ;

 est définie sur un voisinage de a et tend vers 1 en a.

Sur ce voisinage, f(z) = ¢(x)g(z).

Si g admet une limite finie £ en a, alors, par produit de limite, f admet la méme
limite en a. Par symétrie de la relation d’équivalence, on peut conclure.

A Ce n’est pas parce que deux fonctions ont la méme limite en un point qu’elles
sont équivalentes au voisinage de ce point (par contre, c’est vrai si la limite est finie
non nulle).

Théoréme 2.4 (Caractérisation des fonctions équivalentes)

Soient deux fonctions f et g définies sur I et a € 1.
On suppose que f et g ne s’annulent pas sur un voisinage de a.
f(z) ~ g(x) siet seulement si f(z) — g(x) = 0z—ag(x)

¢ si et seulement si f(z) — g(z) = 0p—af ().

Explications
Cette caractérisation donne une interprétation quantitative a la proximité des deux
fonctions.

— Corollaire 2.5

Une fonction polynomiale est équivalente a son monéme de plus haut degré en +oo,
Une fonction polynomiale est équivalente a son mondéme de plus petit degré en 0.

~ Propriété 2.6 (Opérations sur les fonctions équivalentes)
1. On peut multiplier les équivalents :
st fu(z) ~ g1(x) et fa(z) ~ g2(2) alors,  fi(x) fa(x) ~ g1(x)g2(2)-
si f(x) ~ g(xz) et Xe R* alors, Af(z) ~ Ag(z).
s J(@) gle) et a € R alors, (7()"  (9(0)"
2. Si f(x) ~ g(x), et u(x) ~a alors, (f ou)(x) ~ (gowu)(x).

3. On ne peut pas additionner des équivalents.

4. On ne peut pas composer les équivalents avec une fonction a gauche.

Remarque : Pour les puissances, « est quelconque (sous reserve d’existence de
Pexpression). En particulier les équivalents passent a 'inverse avec a = —1.

La composition par une fonction u & droite revient a faire un changement de variable
en posant X = u(z). Par exemple, si  — 0, alors u(z) = vz +1 — 1, et on peut
poser X = u(z) = V& + 1 et trouver I'équivalent pour X — 1.

Théoréme 2.7 (Approzimation affine)
Soit f € 2(R,R) telle que f'(zg) # 0, alors

fl@) = f(wo) ~ f'(z0)(x —x0)

Tr—rT0o

Preuve
C’est une reformulation de la définition de la dérivabilité lorsque la dérivée est non
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nulle : lim M

T—xT0 X — Xo

If/(mo)#o - lim f(z)_f(mo)zl

z—zo f'(xo) T — xo

< f(z) — f(=0) e [ (o) (z — wo).

x

A En général, ’équivalent est faux si f/(zo) = 0.

- Théoréme 2.8 (Equivalents usuels en 0)

e -1 ~ x sinx ~ =z

z—0 z—0
IL’2
In(l+z) ~ « cosz—1 ~ ——
x—0 x—0 2
X

Vi+r—1 ~ — tanx ~ «x

z—0 2 z—0

(1+2)*-1 ~ ax Arctanz ~ x
x—0 z—0

avec a # 0.

Preuve

Sauf pour le cosinus, ces formules résultent de I'application directe du théoréme2.7.

La formule pour le cosinus s’obtient simplement avec celle du sinus et en utilisant le
théoréme de Pythagore. |

3 RELATION DE DOMINATION

~ Définition 3.1 (Fonction dominée par une autre)

Soient f et g deux fonctions définies sur I et a € 1.

Si f ne s’annule pas sur un voisinage de a et si = est bornée au voisinage de a,

alors on note au voisinage de a :

f(z) = Ossa(g(z)).

On dit que f est dominée par f au voisinage de a.
Cette notation se lit souvent f « est un grand O » de g en a.

Remarque : Comme pour les suites, on peut donner une définition quantifiée de la
domination :

f(@) =0204(9(x)) <= 3K >0,In >0z el, |z—al<n=|[f(x)]<Klg(z)l.

- Propriété 3.2 (Propriétés de la domination)

Les propriétés vues pour la négligeabilité sont aussi valables pour la domination.
(transitivité, opérations sur les o.)

La relation de domination est réflexive et transitive mais n’est pas symétrique, ni
antisymétrique.

— Propriété 3.3

Si f(x) = 0x—a(g(x)) alors f(z) = Oy—a(g(x)). La réciproque est fausse.
Si f(x) ~z—a g(x) alors f(x) = Oz—a(g(z)). La réciproque est fausse.

Preuve

Revenir a la définition, une fonction qui tend vers 0 est bornée mais la réciproque est
fausse.

De méme pour 1’équivalence. |

Explications

La notion de négligeabilité est plus forte que celle de domination.
On étend les comparaisons asymptotiques au cas complexe en comparant les modules.
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