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PROBABILITES FINIES
DISCRETES

« On est toujours forcé de donner quelque chose au hasard. »
Bonaparte.

Cette année, les probabilités se restreignent au cas des univers finis. Il ne sera donc
pas question de probabilités continues, de loi normale, exponentielle...

Ce chapitre est I’occasion de mettre & profit les compétences acquises dans le chapitre
de dénombrement : il trouve ici un champ d’application sur mesure.

Aprés une longue introduction pour mettre en perspective 'usage des probabilités, ce
chapitre commencera par une rapide approche intuitive avant de formaliser rigoureuse-
ment 'ensemble des concepts des probabilités finies discrétes.

Les variables aléatoires et les lois usuelles (Bernoulli, binomiale... ) sont vues & part
dans le chapitre correspondant.

1 EN GUISE D’INTRODUCTION

Histoire des mathématiques : Les premiéres traces de raisonnements proba-
bilistes ont été trouvées en Inde vers le IV®™® siécle avant Jésus-Christ. La culture
védique étudie les combinaisons possibles des syllabes qui permettent de composer
des poémes, les combinaisons des cinq sens...

Les probabilités modernes sont nées avec Pascal et Fermat au XVII® siécle. A I’origine,
elles se concentrérent essentiellement sur la théorie des jeux et des paris. Cette nou-
velle science du pari fut une révolution dans notre capacité a penser 'avenir. Pascal
transposa ses découvertes scientifiques dans le domaine de la métaphysique avec le
fameux pari de Pascal.

Au début du XVIII®, Bernoulli introduisit idée de la loi des grands nombres qui
stipule que les résultats d’une expérience se rapprochent de la probabilité lorsque
cette premiére est effectuée un trés grand nombre de fois.

Au XX siécle, Kolmogorov donne un langage formel aux probabilités et construit les
bases de la théorie moderne des probabilités. L’intuition céde la place au formalisme
mathématique. Ceci permet notamment ’étude des modéles infinis et continus en
plus des modéles discrets. La nouvelle théorie tire partie de la récente définition de
lintégration par Lebesgue (un raffinement subtil de la théorie de l'intégration vue en
MPSI).

Finalement, les probabilités sont restées fidéles & elles-mémes car un de leur champ
d’application important est actuellement dans les marchés financiers qui sont pour
partie un jeu d’argent ou l'on parie sur la fluctuation des cours.

De I’expérience physique aux mathématiques : On peut voir les probabilités
comme une fagon de prévoir 'avenir, ou tout au moins de faire des paris sur celui-ci.
Les probabilités seraient donc la science des paris sur ’avenir, et c’est comme telles
qu’elles sont utilisées.

Leur objet se rapproche de celui de la physique ou de la chimie qui tentent de prévoir
lévolution d’un systéme dans une situation donnée (prévoir la trajectoire d’une fusée
en fonction de sa conception, la réaction d’un mélange si on lui ajoute un produit...).
Tout ceci s’appuie sur une connaissance a priori de lois qui régissent le systéme® et
sur leur transcription mathématique. C’est la partie modélisation en laquelle inter-
viennent des choix et hypothéses qui peuvent étre remis en cause par la suite. Cette
modélisation provient de 'observation attentive de la nature (par exemple, si je lache
une pomme, alors elle tombe vers le bas), mais pourra toujours étre affinée voire
contestée plus tard.

On distingue deux types de modéles :

e le modéle déterministe selon lequel une connaissance suffissamment précise des
conditions de ’expérience permet de prévoir, a coup sir, le résultat de celle-ci.

e le modéle probabiliste pour lequel il est impossible de savoir avec certitude
I'issue de lexpérience. On étudie les différents résultats possibles et on estime
leur probabilité d’occurrence : s’ils ont plus ou moins de chances de se produire.

1. Ce qui suppose un phénoméne observable et que ’on peut reproduire, au moins par la pensée.
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La frontiére entre ces deux modéles est assez floue. On peut considérer que le modéle
déterministe est un modéle probabiliste simplifié en lequel une issue posséde une trés
forte probabilité de réalisation. On néglige alors les autres issues possibles et on fait
I’approximation que cette issue trés probable est certaine. A contrario, on peut aussi
considérer que le modéle probabiliste décrit un systéme déterministe mais dont la
méconnaissance des conditions précises de réalisation ne nous permet pas de prédire
avec certitude son issue.

On voit dés lors que ’étape la plus difficile et la plus risquée est la modélisation en
laquelle se concentrent tous les choix. Je laisserai donc les professeurs de Physique-
Chimie, SVT... s’occuper de cette science difficile et nous nous concentrerons sur
I’étape suivante : on suppose que le modéle est établi. Les issues possibles sont
donc déja toutes répertoriées et leur probabilités élémentaires sont estimées. A partir
de ce modéle élémentaire, nous construirons des modéles plus complexes dont nous
estimerons & nouveau les probabilités.

2 VOCABULAIRE
A Approche intuitive

Vocabulaire Exemple du lancer de dé

Expérience aléatoire :

. e le lancer de dé
une expérience dont on ne peut prévoir l'issue.

Issue (ou événement élémentaire) :

. . L. 1,2, ... 6, sont les issues
résultat possible d’une expérience aléatoire. B ’

Univers : ensemble des issues possibles d’une ex-
périence aléatoire.

Q=1{1,2,3,4,56}

On peut choisir de regarder par exemple si le résultat du dé est « au moins égal
a 4 ». Pour cela on crée I’événement? correspondant :

Evénement : un ensemble d’issues parmi toutes | A = {4,5,6}
celles possibles. (c’est une partie de Q).

Un événement A est réalisé, si le résultat de | A est réalisé si on obtient 4,

Pexpérience aléatoire est dans A. 5 ou 6.

Les issues qui composent A, sont appelées issues 45 et 6
favorables & A (ou qui réalisent A). ’

A est I’événement contraire de A. A=1{1;2;3}

2. Depuis la réforme de l'orthographe de 1990, les deux graphies événement et événement sont
acceptées bien que I’Académie Frangaise recommande la seconde en accord avec la prononciation.
Il semble que les deux graphies aient toujours eu cours & proportions variables selon les époques,
et les dictionnaires de I’Académie Francaise passent de 'une a ’autre selon les versions. Ici, nous
utiliserons la graphie « classique » qui était majoritaire du temps de Pascal et qui est celle utilisée
au programme officiel.

B Approche mathématique

— Définition 2.1

On appelle univers un ensemble (fini non vide). On note souvent I'univers €.
Les événements sont les parties de (.

Les événements élémentaires sont les événements singleton.
On parle aussi d’issues possibles et on les note souvent w.

Remarque : Dans le cadre de ce cours, nous nous limitons aux univers finis. La for-
malisation est plus complexe pour les univers infinis.

Propriété 2.2 (Dénombrement)

Si Card (2) = n, alors il y a n événements élémentaires possibles et 2™ événements
possibles.

Exemple (Ezemple suivi... )
Si lexpérience consiste a lancer successivement deux dés, alors l'univers est
I'ensemble des couples de [1;6]>.
Il y a donc Card ([1;6]?) = 36 issues possibles.
Les événements correspondent aux parties de [1;6]%. 11y en a Card (P(12))
On peut par exemple définir les événements

— 236,

A : « les deux dés donnent chacun un résultat pair »
B : «les deux dés donnent le méme résultat »

ainsi, A = {(a,b) € [1;6]?, tel que a et b pairs} et Card (A) =3 x 3 =09.
et B ={(a,a), tel que a € [1;6]}, ce qui donne Card B = 6.

Définition 2.3 (Logique et ensembles)

1. L’événement « A ou B » correspond a I'événement « AU B ».
2. L’événement « A et B » correspond a l’événement « AN B ».

3. L’événement contraire de « A » correspond a 1’événement « A ».

Exemple (suite de l’exemple suivi)

e « Aou B » est 'événement : « les dés sont tous les deux pairs, ou ils sont
égaux ». On ajoute les combinaisons (1,1);(3,3) et (5,5) & celles de A.

e « Aet By est ’événement : « les deux dés sont a la fois égaux et pairs ».
ANB=1{(2,2),(4,4),(6,6)}.

e Le contraire de A est « au moins un des deux dés donne un résultat impair ».
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" Définition 2.4

Lorsque AN B = (), les deux événements A et B sont dits incompatibles.

En particulier, deux événements incompatibles ne peuvent pas étre réalisés en méme
temps.

Exemple
A et A sont toujours incompatibles.

Exemple (suite de l’exemple suivi)
Si on définit ’événement C par « le premier dé donne un résultat pair et le second
donne un résultat impair », alors C' est incompatible avec B (car les deux dés ne
peuvent pas étre de parité contraire tout en donnant le méme résultat).

~ Définition 2.5 (Systeme complet d’événements)

Soit  un univers et {A;};.; un systéme d’événements.
Le systéme d’événements est dit complet s’il vérifie les deux conditions :

1. U A =9,

icl

2. V(l,]) 6127 Sll#] alors AlﬂAJ :@

Remarque : Un systéme complet d’événements est un recouvrement disjoint de
l'univers. Si on rajoute la condition, Vi € I, A; # (), alors ce systéme forme une
partition de Q.

Explications
Un systéme complet d’événements correspond & une disjonction des cas :
Pensemble des situations (disjointes) possibles.

on liste

Exemple
A et A forment un systéme complet d’événements.

Exemple
Avec le double lancer de dés, on peut définir un systéme complet :

e « Les deux dés donnent chacun un résultat pair »,
e « Les deux dés donnent chacun un résultat impair »,

e « Les deux dés donnent des résultats de parité différente ».

3 PROBABILITES

Jusqu’ici on n’a fait que décrire les issues possibles. Maintenant, on leur affecte des
probabilités qui correspondent aux chances de succés de chaque issue.

~ Définition 3.1 (Probabilité sur un univers)

Soit un univers fini 2,
une probabilité P sur 2, est une application de P(2) dans [0, 1] telle que

1. VAe P(Q), 0 < P(A) <1,
2. P(Q) =1,

3. SiAnNB =1, alors P(AU B) = P(A) + P(B).

Explications

Dans le cas fini, ces régles sont suffisantes pour définir proprement ce qu’est une
probabilité.

Les trois axiomes formalisent des notions trés intuitives :

1. La probabilité est dans [0,1] : entre 0% et 100% de chances d’étre réalisé.

2. La probabilité d’avoir une issue qui fait partie de 'univers est 1 : il n’est pas
possible d’avoir une autre issue que celles de I'univers.

3. Si on a « p chances de réaliser A » et « ¢ chances de réaliser B » et que A et
B ne contiennent aucune issue commune (AN B = (), alors on a p+ ¢ chances de
réaliser I'un des deux.

C’est la traduction probabiliste du cardinal de deux ensembles disjoints.

Définition 3.2

e Si P(A) =0, alors ’événement A est négligeable ou impossible (cas fini).

e Si P(A) =1, alors ’événement A est presque str.

Avec un univers infini, lorsque P(A) = 0, on dit que I’événement est négligeable, pour
P(A) =1, qu'il est presque certain.

Définition 3.3 (Espace probabilisé fini)

Un espace probabilisé fini est un couple (£2, P), avec Q un univers fini, et P une
probabilité sur €.
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Exemple
Cas d’une épreuve de Bernoulli : tirage a pile ou face.
On code I’événement pile avec 1 et I’événement face avec 0.
Si la piéce est équilibrée, on a la méme probabilité d’avoir pile ou face : %
Ainsi, on définit 'espace probabilité (€2, P), avec :

Q={0,1}
0 —0
I FO RS
M -l
{0,1} —1

Exemple
Soit une urne contenant n boules dont p sont blanches et n — p sont noires.
On tire une boule au hasard.
Quelle est la probabilité qu’elle soit blanche ? noire ?
Solution :
Si on note les événements B : « la boule est blanche », et N :« la boule est noire »,
alors

P(N)=P (B) = =2
p
Ici, en accord avec ’énoncé, on a supposé que chaque boule de 'urne avait la méme
probabilité d’étre tirée.
Les régles qui suivent sont capitales mais il n’y a aucun effort de mémoire a faire : il
suffit de les comprendre pour étre capable de les retrouver dés que nécessaire.

~ Corollaire 3.4 (Régles sur les probabilités)

L. P(Q) =1
2. P(0) =0 : événement « vide » est impossible.

3. P(4) =1-P(4).

4. Si A C B, alors P(A) < P(B) (croissance).
5. 51 ANB =0alors P(AUB)=P(A) +P(B).
6. P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANDB).

7. P(AUB) < P(A) + P(B).

n
8. Si (A4;)1<ign sont incompatibles deux a deux, alors P ( U AZ-> = > P(4;).

P( U Ai) <
1<i<n i=1

3" P(4)).

©

Explications
P(2) =1 : toutes les issues possibles de I'expérience sont dans l'univers.
P(0) = 0 : Pexpérience donne nécessairement un résultat.

Preuve

1. cela fait partie de la définition.

2. QNP =0, donc P(Q) =P(QUO) =P(Q) + P(?). Donc P(#) = 0.

3. ANA=0et AUA=Q,donc 1 =P(Q) =P(AUA) =P(A) + P(A).
Donc P (A) =1—P(A).

4. Si AC B, alors B= AU (B\ A) et les deux ensembles sont disjoints.
Donc P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A) par positivité de la probabilité.

5. fait partie de la définition

6. Correspond a Grassmann pour les ensembles finis, c’est la méme preuve et on peut la
visualiser sur un schéma
Soit C =B\ A, alors ANC =0,et AUC =AUB. B C
Donc P(AUB) =P(AUC) =P(A)+P(C). (%)
OrCU(ANB)=Bet CN(ANB)=0.
Donc P(B) =P(CU(ANB))=P(C)+P(ANB)
Donc avec (x) P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

7. Découle du 6 et de la positivité de la probabilité.

ANB

8. On montre la propriété avec une récurrence sur n.
Le résultat est vrai pour n = 2 (déja vu),
Pour n > 3 fixé, on suppose la propriété vraie au rang n — 1 et on considére n
événements incompatibles (A4;)1<i<n-
On vérifie d’abord que A, est incompatible avec U1<i<7L 1 A

C’est évident car An, N (U1<7,<n 1 ) U1<1<n 1(A nA; ) U1g¢<n71 D=0
Donc on peut appliquer le cas n = 2

P(( U Ai>UAn>:P< U Ai>+P(An)
:ZP(A)

9. On considére pour chaque i, B; = A; \(UZ LA ) de telle sorte que les (B;), ,,, soient

deux & deux incompatibles et que leur union soit la méme que celle des (A;), <i<n:
On applique ensuite le point précédent aux (Bi)1gz<n7 et on utilise la croissance de
la probabilité : Vi € [1,n], P (B:) <P (4).

(hypothése de récurrence)
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— Théoréme 3.5 (Description par les événements élémentaires)

Une probabilité P sur un univers fini Q@ = (wy,wa, - ,w,) est entiérement
déterminée par les valeurs des (p; = P(wi));ep1,n)-
n
Dans ce cas, P est une probabilité si et seulement si Vi € [1,n], p; > 0et > p; = 1.
i=1

La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des issues qui le
composent :

P(A)= > p.

w; €A

Concrétement avec un univers fini : on associe une probabilité p; € [0, 1] & chaque
issue et la somme des probabilités « élémentaires » est égale & 1.

Preuve
Trivial | |

Définition 3.6 (Modele équiprobable)
’781 tous les p; sont égaux?, la situation est dite équiprobable.

Explications
C’est le modéle de base pour la plupart des expériences. Tirage aux dés, tirage de
cartes, pile ou face...

— Théoréme 3.7 (Probabilité d’un événement dans un modéle équiprobable)

Si © est un univers fini composé de n issues possibles, et si P définit un modéle
équiprobable sur 2,

alors la probabilité d’une issue est p; = —.

_ Card (A)

Si A est un événement, alors P(A4) = Card ()"

Explications

nombre de cas favorables a A

P(A) =
(4) nombre de cas au total
La détermination d’une probabilité raméne souvent & un probléme de dénombre-

ment.

Exemple
Lors du lancer successif de deux dés, la probabilité d’avoir une paire est %
En effet, le nombre total de possibilités est Card ([1;6]?) = 36 et le nombre de
fagon d’avoir une paire est 6 (pour la paire de 1, la paire de 2, ... , la paire de 6).
6 _ 1

La probabilité totale est donc bien 5z = 5.

3. Toutes les issues ont la méme chance de se produire.

Exemple (Fondamental)

Une urne contient n boules : p blanches et n — p noires. On effectue deux tirages.
Donner la probabilité d’obtenir deux boules blanches selon le type de tirage.
Solution :

Si les tirages sont successifs sans remise, alors il y a n(n — 1) tirages possibles, et
parmi ces tirages possibles, p(p — 1) tirages donnent deux boules blanches.

La probabilité est donc P(B, B) = 22—

~ n(n-—-1)"

Si les tirages sont simultanés, alors il y a (;) tirages possibles, et parmi ces tirages,
(g) donnent deux boules blanches.

p
La probabilité est donc P(B, B) = % = 552:11)),

2
Si les tirages sont successifs avec remise, alors il y a n? tirages possibles, et parmi
ces tirages, p? donnent deux boules blanches.

2
La probabilité est donc P(B, B) = Z5.

A On voit que les hypothéses de tirage peuvent modifier les résultats et qu’il faut

bien lire toutes les hypothéses.

Meéthodes usuelles pour déterminer une probabilité :
Il existe plusieurs méthodes pour construire des probabilités sur un univers :

e Toutes les issues ont la méme probabilité d’occurrence : modéle équiprobable.

e La répétition de 'expérience aléatoire donne la fréquence d’occurrence de chaque
issue et permet d’établir le modéle.

e La probabilité est calculée a partir d’autres modéles mécaniques, mathématiques...

4 PROBABILITES CONDITIONNELLES

L’explication des probabilités conditionnelles est trés simple : en fonction des infor-
mations dont on dispose, les probabilités ne sont pas identiques.

Dans les marchés financiers par exemple, si on est bien informé, la probabilité de
gains est a priori supérieure : c’est le probléme des délits d’initiés.

A Probabilité conditionnelle de B sachant A

~ Définition 4.1 (Probabilité conditionnelle de B sachant A)

A et B sont deux événements, tels que P(A) # 0.
Sachant que A est réalisé, la probabilité que B le soit aussi est :

P(BIA) = Pa(B) =+ 5 o

On lit : « la probabilité de B sachant A ».
Les deux notations P(B|A) ou P 4(B) sont équivalentes.
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Explications
On sait que A est réalisé et on restreint donc 'univers a A.
Dans le cas équiprobable, cela revient au calcul :

P.(B) = Card (ANB) Card (AN B)Card (2) Card (AN B) Card ()
AB) = —Gand (A)  ~  Card(A)Card () Card (Q) Card(A)

_ P(AmB)ﬁ.

On peut essayer de comprendre cela avec des arbres de probabilité comme en ter-
minale. Ceci ne constitue pas une justification, car les calculs de I'arbre utilisent
cette définition et celles qui suivent, mais cela a au moins le mérite de donner une
visualisation a cette formule.

Les probabilités conditionnelles se lisent le long des branches.
On peut par exemple, suivre la branche supérieure et on obtient :
P(ANB)=pp =P(A)P4(B) avec P(A) =p et P4(B) =p'.

~ Théoréme 4.2 (Formule des probabilités composées)

Pour deux événements A et B, avec P(A) # 0,
P(ANB)=P(A)Ps(B).
Pour n événements A, As,--- , A,
P(A1NAsnAsn---NA,) =P(A41)Pa, (A2)Pa,na,(A3) - Panasn. . na, o (An).

(on suppose que P(A1),P(A1 N Az),--- ,P(A1N---NA,_1) sont tous non nuls)

Preuve
La formule pour deux événements s’obtient directement avec la définition.
La formule générale, s’obtient par récurrence.
L’initialisation est immeédiate pour n = 1.
Soit n > 1. On suppose que le résultat est vrai au rang n et on considére (n + 1)
événements (A;), <i<ny1 Qui vérifient les hypotheses du théoréme.
On applique ’hypothése de récurrence aux n événements A;, Az,---, Ap—1 et A, N

Api1.
Ainsi P(Al N A2 N A3 n---N An N An+1)

=P(A1)Pa,(A2)Pa,nay(As) - Pajnasn..na, ; (An N Angr).

Pour simplifier on note B = A1 NAxsN---NA,_1, et on trouve

_P(BNANAn1) P(BNA.NAn1) P(BNA)

Py (An N Ani1) = P(B) = P(B) . P(BNA,
_P(BNA,NA) P(BNA,)

P(BNA,) P (B)

Psna, (Ans1) P (A4n).

D’oul le résultat voulu. |
Remarque : 11 suffit de supposer P ((A1N---NA,_1) # 0 car alors, par croissance
de la probabilité, pour tout k <n—1,P(A;N---NA) 2P (41N---NA4,) >0.

Explications
En reprenant un arbre de probabilité, on suit une branche qui réalise les événe-
ments A;.

,4,1 Au
_______________ > > P(AiNAN...NA,)

Panaynas(Ag)

Pajina,(As)

A
P4, (A2)

P(Aq) As

P(A1) =1 - P(A)

Remarque : Avec cette formule, on a exigé que P(A) # 0 pour que la probabilité
conditionnelle P 4(B) ait un sens.

Néanmoins, en cas de nullité de P(A), on peut encore donner un sens a cette écriture.
En effet, si P(A) = 0, alors par croissance des probabilités P(A N B) = 0. De plus,
toute probabilité étant bornée, le membre de droite s’écrit 0x "quantité bornée" = 0.
On peut donc en conclure que P(A)P 4(B) = 0, et ce, méme si la deuxiéme quantité
est prise arbitrairement dans [0, 1].

Ainsi, 1'égalité reste vérifiée dans le cas P(A4) = 0.

Il en est de méme pour la formule des probabilités composées.

Exemple
Soit une urne contenant n boules blanches et n boules noires.
On tire n boules, quelle est la probabilité de n’avoir que des blanches ?
Indication : distinguer les situations selon les types de tirage.
Solution :
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_ (@?
— (2n)!

e si les tirages sont simultanés, p

e si les tirages sont successifs avec remise. Le tirage complet peut étre représenté par

un n-uplet, avec 2" cas possibles et un cas favorable. p = .

5%
e si les tirages sont successifs sans remise, on note A; I’événement : « on obtient une

boule blanche au i-éme tirage ».

P:P(AlﬂAgﬂ“~ﬂAn)
=P(A1) P4, (A2)Pa,na,(A3) -  Panasn...na,,_, (An)

(probabilités composées)

Or Pa,nasn..na; (Aix1) = 2’;‘_2 car si Ay, Aa, --- A; sont réalisés, c’est que 'on a
tiré 7 boules blanches dans 'urne. Il reste donc n — i boules blanches sur un total de

(2n — ©) boules pour le tirage suivant. Donc

. n n—1 n-2 n—(n-—1)
T m2m—12n-2 2n—(n—1)
nn—1)n-2)---1 (n!)?

T 2n)@2n-1)(2n—2)---(n+1)  (2n)!"

p

On retrouve la probabilité du tirage simultané. C’est naturel car on s’intéresse au
tirage d’une seule couleur et que 'ordre n’a donc pas d’importance.

Théoréme 4.3

Soit € un univers fini et P une probabilité sur €.
Soit A C € tel que P (4) > 0.

P 4 est une probabilité sur 2.

Preuve

1. P4 est bien définie sur €2 a valeurs dans R.
2. Soit B C Q, alors BN A C Q donc P (BN A) est bien défini et positif.
De plus, par croissance de la probabilité, P (BN A) < P (A) donc P4 (B) € [0, 1].

3. SiBNC =0,alors (ANB)N(ANC)=ANBNC =10
ce qui donne donc

PANBUC)=P(ANB)UANC)=P(ANB)+P(ANC).
Donc
P(ANn(BUCQ))
P(A)
_P(ANB)+P(ANC)
B P(A)
:PA(B)+PA(C)

P, (BUC) =

Explications

Donner un conditionnement, c’est changer de probabilité.

D’un point de vue plus concret, on peut interpréter toute probabilité comme une
probabilité conditionnelle, relativement a « tout ce que ’on sait », ou plus simplement,
« sachant ’énoncé de 'exercice ».

Par exemple, on voit bien que répondre que la probabilité que la couleur de la boule
soit blanche P (B) = p dépend de ’expérience décrite dans 1’énoncé.

Dans certains exercices, ’astuce sera donc de trouver le bon conditionnement pour
travailler avec une probabilité avec laquelle on saura faire les calculs.

B Indépendance

Définition 4.4

Deux événements A et B sont indépendants
si, et seulement si, P(AN B) = P(4) P(B).

La propriété suivante, sert a donner une interprétation plus concréte de
I'indépendance, mais elle n’est valable que lorsque P(A) # 0.

Propriété 4.5
’781 P(A) #0, A et B sont indépendants si et seulement si P 4(B) = P(B).

Explications

Cela signifie que le fait que l’on sache que A est réalisé (ou non) n’influence pas notre
connaissance sur ’éventuelle réalisation de B.

Comme nous allons le voir dans ’exemple suivant, la notion d’indépendance ne traduit
pas nécessairement un lien de cause & conséquence ou une influence directe entre deux
événements, mais il s’agit davantage d’une question ayant trait a 1'information regue.
Si A influence B, le fait d’avoir une information sur A, nous en donnera également
sur B, et les événements ne seront pas indépendants. Par contre, A peut trés bien
n’avoir aucune influence sur B, et pourtant ne pas étre indépendant de B.

Pour tenter d’étre plus clair, les deux événements peuvent se réaliser sans influence
mutuelle, et pourtant, si je sais que I'un est réalisé, cela peut me donner des informa-
tions sur un contexte général, qui favoriserait ou défavoriserait la réalisation de B.

Cela invite & comprendre que la notion de probabilité ne désigne donc pas tant les
chances qu’'un événement se réalise, que ma capacité a prévoir son éventuelle réalisa-
tion (indépendamment de ses chances intrinséques d’arriver).

On restera néanmoins trés prudent face a son intuition : les cas d’indépendance peu-
vent se révéler hautement contre-intuitifs. C’est d’abord l'affaire d’un calcul.

Propriété 4.6

si, et seulement si A et B sont indépendants,
si, et seulement si A et B sont indépendants.

A et B sont indépendants,
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Preuve 2. Si le tirage est réalisé avec remise.
P(A)=P(ANB)+P(ANB),donc P(ANB) =P (A)—P(ANB). Dans ce cas, a chaque tirage, la probabilité d’avoir une boule blanche est .
Ainsi, pour A et B indépendants, P (AN B) =P (A) — P (A)P (B) La connaissance des n — 1 premiers tirages ne me donne absolument aucune
=P (A)(1-P(B)=P(A)P(B). information supplémentaire sur ce qu’'a été ou sera le dernier tirage. Les
Donc A et B indépendants. événements sont donc indépendants.
La réciproque s’obtient en appliquant le méme résultat & A et B, car B : B.
La seconde équivalence en découle en appliquant le complémentaire successivement a A . .1 . . .
ot A B, - La notion d’indépendance n’est pas une relation d’influence, mais de
connaissance.
Exemple L’indépendance entre événements dépend du choix de la loi de probabilité.
Supposons que nous disposions d’une urne avec n boules de couleur blanche ou
noire.

Des événements indépendants pour une loi de probabilité, peuvent ne pas I’étre pour

Je tire n boules successivement sans vous les montrer et vous devez deviner la une autre, méme si Pexpérience aléatoire est la méme.

couleur de la derniére tirée. Le but est de savoir si I’annonce des couleurs des

(n — 1) premiéres boules vous aide a deviner la couleur de la derniére. Exemple

Au moment ou vous cherchez a deviner, le tirage a déja été réalisé. Il ne s’agit On tire une carte d’un jeu de 52 cartes.

donc pas d’évaluer la probabilité que la derniére boule soit d’une couleur ou d’une On définit deux événements A : « la carte est un as », B : « la carte est un
autre : moi qui la vois, je sais avec certitude. Par contre, il est question évaluer coeur ».

vos chances sur chaque hypothése afin de choisir la plus probable en fonction de Ces deux événements sont-ils indépendants 7

I'information dont vous disposez. Solution :

e . Oui : que la carte soit un as ou non, la probabilité que ce soit un cceur est toujours 1/4.
On note A I’événement correspondant aux couleurs obtenues aux n — 1 premiers

tirages (connus) et B, 'événement selon lequel le dernier tirage donne une boule
blanche. On cherche donc & comparer les probabilités P(B,,) et P4 (B,,) pour
voir si ces événements sont indépendants?.

Si on suppose que l'urne contient p boules blanches et n — p boules noires. ou plutt... elle changeait de forme.

Si vous n’avez aucune information sur les n — 1 premiéres boules tirées, alors, la Comme la planéte Shadok changeait de forme, il y avait des Shadoks qui tombaient.
probabilité que la derniére boule soit blanche est : P (B,) = 2. (’était trés génant... surtout pour les Shadoks.

, . .
Voyons si cela est changé lorsque 1’on vous donne I'information des n—1 premiéres Les shadoks en eurent. donc assez, au bou.t d un Cf’rtam temps, de vivre sur une
boules tirées : planéte qui ne marchait pas bien... alors ils décidérent d’aller sur la terre... qui

avait 'air de mieux marcher...

1. Sile tirage est sans remise, cela veut dire que vous pouvez savoir avec certitude Les Shadoks décidérent donc de construire une fusée interplanétaire. Mais ces mal-
la couleur de la n-iéme boule tirée en fonction des (n — 1) précédentes heureuses bétes n’avait pas de connaissances spéciales en astronautique. D’ailleurs,
elles n’avaient pas tellement... de connaissances spéciales. On peut méme dire

qu’elles n’avaient pas de connaissances du tout...

A chaque essai de la fusée, la fusée retombait et se cassait... la situation était
satisfaisante : les essais rataient trés bien ! Car c’était un des principes de base
de la logique shadok : « ce n’est qu’en essayant continuellement que ’on finit par
réussir. » Ou, en d’autres termes :

Exemple (D’aprés Jacques Rouzel)

A gauche du ciel, il y avait la planéte Shadok. Elle n’avait pas de forme spéciale...

En effet, il ne reste plus qu'une seule boule a tirer et on connait la composition
initiale de l'urne ainsi que les couleurs des (n — 1) autres boules tirées.
En fonction des couleurs annoncées précédemment, la probabilité sera donc

e soit P4 (B,) = 1 si on n’a tiré que (p — 1) boules blanches parmi les
(n — 1) premiéres,

e soit P4 (B,,) = 0 sion a déja annoncé avoir tiré toutes les boules blanches Plus ca rate, plus on a de chances que ¢a marche.

parmi les (n — 1) premiéres. Leur fusée n’était pas trés trés au point mais ils avaient calculé qu’elle avait quand

méme une chance sur un million de marcher...
Et ils se dépéchaient de bien rater les 999 999 premiers essais pour étre siirs que le
millioniéme marche.

Pour ce type de tirage les événements ne sont pas indépendants puisque
la connaissance des (n — 1) premiers tirages me donne une information sur le
dernier : la probabilité n’est plus la méme.

- - L . - ommenter la logique shadok.
4. Ici, puisque 'on sait que A est réalisé, il est nécessairement de probabilité non nulle. C g1q
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— Définition 4.7 (Famille d’événements mutuellement indépendants) e (' :« Le résultat du dé est 1, 2, 4 ou 5 ».
Soit (A;)1<ign une famille d’événements pour (22, P), Etudier I'indépendance mutuelle.
On dit que les (4;)1<i<n sont mutuellement indépendants, Solution :
si pour toute partie I de [1;n] . . )
P(A) == P(B) == P ==
(W=5 PB=, PO)=
P (ﬂ Ai) = HP(Ai)~ Or ANBNC est 'événement : « le résultat du dé est 1 », donc P(ANBNC) = % = %%%

icl i€l

Exercice
Combien d’égalités faut-il vérifier ?
Solution :
Le nombre de parties de I, sauf celle vide et celles & un seul élément : 2" — (n 4 1).

Exemple
Avec 3 événements A, B et C, il faut vérifier les égalités :

P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C)
P(AN B) = P(A)P(B)
P(ANC) = P(A)P(C)
P(BNC)=P(B)P(C)

A Des événements peuvent étre indépendants deux a deux sans étre mutuellement
indépendants. Cela doit étre vrai pour toute partie.

Exemple
On lance deux dés et on définit les 3 événements :

e A :« Le résultat du premier dé est 1 »,
e B :« Le résultat du second dé est 1 »,
e (C :« Les deux dés donnent le méme résultat ».

Etudier I'indépendance deux & deux et I'indépendance mutuelle.
Solution :

P(A)=PB)=P(C)=+ et PANB)=PANC)=PBNC) = 4.
Donc les événements sont deux a deux indépendants.

Pourtant P(ANBNC) = &= # P(A)P(B)P(C).

Donc les événements ne sont pas mutuellement indépendants.

/N PANBNC)=P(A)PB)P(C) # A, B, C mutuellement indépendants.

Exemple
On lance un dé et on définit 3 événements :

o A :« Le résultat du dé est 1, 2 ou 3 »,

e B :« Le résultat du dé est 1, 3 ou 5 »,

P(ANBNC) =P(A)P(B)P(C).

Mais AN B est ’événement : « le résultat du dé est 1 ou 3 ».

Donc P(ANB) = 3 # 3 = P(A)P(B).

Les événements ne sont donc pas mutuellement indépendants.

On voit que P(ANBNC) = P(A) P(B)P(C) # A, B, C mutuellement indépendants.

Propriété 4.8

L’indépendance passe aux sous familles :
Si (A;)ier est une famille d’événements mutuellement indépendants, alors pour
toute sous famille (A;);cs, les événements sont aussi mutuellement indépendants.

Preuve
Une sous-famille de (A4;);cs est une sous-famille de (A;)ier- ]

Remarque : La réciproque est aussi vraie en prenant la sous-famille pour laquelle J =
1.
Une propriété similaire existe pour les événements deux & deux indépendants.

C Formule de Bayes

Les formules qui suivent ne doivent pas solliciter la mémoire, mais 'intelligence. Si
elles sont bien comprises, il n’y a rien & apprendre.

L’idée de la formule de Bayes, est d’utiliser la symétrie du produit dans la définition
des probabilités conditionnelles.

P(ANB) = P4(B)P(A) = P5(A)P(B).

On peut donc « inverser » A et B dans les relations conditionnelles :

Propriété 4.9
Soit A et B deux événements de (€2, P) tels que P(A4) > 0,

La formule de Bayes va généraliser cette relation.
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— Propriété 4.10 (Formule des probabilités totales)

Soit A un événement de (Q,P), et (B;)igign un systéme complet d’événements
tous de probabilités non nulles

P(A) = Zn: Pp, (A)P(B;).

Preuve
D’un point de vue ensembliste, les B; forment une partition de €.

A—AmQ—Am(OBi> :O(AmBi).
i=1 i=1

Comme les B; forment une partition, 'union est disjointe, donc

P(A) = zn: P(ANB;) = zn: Py, (A)P(B)).

Explications
Sur un arbre de probabilités, cela revient & sommer tous les chemins qui aboutissent
a A en passant par chacun des By.

— P(Af‘lBl) = PBl (A)P(Bl)
PBl(

— P (A n BQ) = PB2 (A) P(BQ)

—~ P(ANB,)=Pg, (A)P(B,)

x|

Remarque : En toute rigueur, on exige du systéme complet d’événements qu’il
n’admette aucun événement de probabilité nulle. Néanmoins, la remarque au sujet
des probabilités conditionnelles en cas de nullité reste vraie ici.

Exemple (Systéme quasi-complet)
Un systéme d’événements {Ai}ie[[l a1 €st dit « quasi-complet » si :

e V(i,j)el,n],i#j=ANA; =0,
e P(UL,A) =1

Montrer que la formule des probabilités totales s’applique encore avec un tel sys-
téme.

On remarque deuz différences avec la formule du cours : l'union n’est pas néces-
sairement égale a 2, et les événements ne sont plus supposés de probabilité non
nulle.

Solution :

On note pour tout i € [1, n], B; = A; et Bpy1 = Q\ U, Ai = U, A:.

Alors, il est clair que {Bi}ie[u, ] forme un systéme complet d’événements.

n+1 n+1
A=ANQ=AnN <U Bi> =J AnB).
i=1 i=1
L’union est disjointe, donc
n+1
P(A) =) P(ANB;).
i=1

Or AN Bpy1 C Bpy1 et P(Bng1) =1 —P (U, Ai) = 0, donc par croissance de la
probabilité, 0 < P (AN Bp+1) < 0, donc P (AN Bry1) =0.
On peut donc écrire :

P(A) = zn: P(AN B).

Si 'un des B; est de probabilité nulle, alors, toujours par croissance des probabilités,
on obtient également P (AN B;) = 0 et on peut le retirer de la somme avant de passer
au probabilités conditionnelles.

Néanmoins, avec la remarque vue plus haut, et en prenant comme convention que
« quantité arbitraire finie » X0 = 0, on peut écrire (abusivement) Pp, (A)P (B;) =0 =
P (AN B;) et on trouve alors

P(A) = ZPBi (A)P(B;).

— Théoréme 4.11 (Formule de Bayes)

Soit A un événement de (Q2,P), et (B;)1<ign un systéme complet d’événements,
Si P(A) > 0, alors

_ Py, (AP(By)  Pp, (AP(By)
P4(Bg) = P(A) = zn: P, (A)P(Bi).
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Exemple (Exemple classique a travailler)
Une population est atteinte d’un virus. On sait que la proportion de personnes
atteintes est 1074,
Un test de dépistage a été mis au point. Les expérimentations ont permis de
savoir que les probabilités que I'individu soit détecté positif s’il est atteint ou s’il
ne l'est pas sont respectivement égales & 0,99 et a 0,001. Sachant que le test
donne un résultat positif, quelle est la probabilité que I'individu soit effectivement
atteint 7
Solution :
Il est important de bien transcrire ’énoncé en langage mathématique.

e On note

— A :« lindividu est atteint du virus »,
— B :« le test est positif ».
e On sait que
— P(A) =107,
— P4(B) =0,99 et P4(B) = 0,001,
On cherche Pg(A).

(A, A) forme un systéme complet d’événements et on peut donc appliquer la formule
de Bayes :
_ Pa(B)P(4) PA(B)P(4)

Po(d) = P(B)  P.(B)P(A) + PL(B)P(A) ~ 9%

(en utilisant P(A) = 1 — P(A)).

Interprétation : La probabilité d’étre atteint du virus quand le test est positif n’est
donc que de 9%. Cela vient du fait que le test a beau étre trés fiable, la trés faible®
proportion de personnes atteintes dans la population réduit la probabilité.

On comprend mieux ce résultat en étudiant ce tableau :

]
E
= 99 1 100
g
'% 1000 998 900 999900
n
positif négatif total

On a supposé que 'on effectuait le test sur une population de 1000000 de personnes.
Parmi celles-ci, une proportion de 10™* sont atteintes, donc 100 personnes.

Sachant que la personne est malade, il y a 99 chances sur 100, qu’elle soit détectée :
ainsi 99 des 100 personnes malades sont détectées par le test, et la derniére ne l'est
pas.

5. Admirez la paronymie !

Explications

Ceci illustre une grande difficulté pour détecter un événement rare avec un test ; méme
si le test est extrémement fiable. C’est une erreur trés néfaste, mais malheureusement
trés courante qui consiste & confondre deux types de questions :

e Quelle est la probabilité qu’un individu malade ne soit pas détecté ?

e Quelle est la probabilité qu’un individu détecté soit effectivement malade ?

Nous venons de voir que les réponses a ces deux questions sont trés différentes.

D De I'importance de la modélisation

Mise en situation : Au début de l'année, j’ai requ une lettre anonyme qui
m’annongait que l'action molin-mathématiques allait monter au cours de la semaine
suivante.

La semaine suivante, par simple curiosité, je regarde le cours de bourse de ’action en
question, et je vois qu’elle réalise en effet une belle progression.

Le vendredi midi, je regois une autre lettre anonyme m’indiquant que l’action
prochain DS baisserait la semaine prochaine.
Intrigué, je regarde la semaine suivante et je constate qu’en effet, cette action baisse.

Le vendredi, je recois & nouveau une lettre et sa prédication s’avére aussi juste que
les précédentes. Et ainsi de suite pendant 10 semaines !

A la fin de la 10° semaine, je recois une lettre identique, m’invitant a acheter des
actions truands et compagnie qui m’apporteront & coup str une belle plus-value.
Cette fois ci, elle est signée :

Ce dernier me propose donc d’en faire ’achat moyennant une confortable commission
a son égard.

Raisonnons un peu avant d’y mettre toutes nos économies.

Supposons que ce fameux courtier ne soit qu’un charlatan et qu’il ne connaisse rien
a la bourse. Quelle est alors la probabilité qu’il réussisse, dix semaines de suite, & me
fournir la bonne prédiction ?

On suppose donc que le courtier n’y connait rien et donne & chaque fois une action
au hasard. Ainsi, chaque prédiction est indépendante des précédentes, et on peut
supposer en premiére approximation qu’a chaque fois, il a une chance sur deux que
sa prédiction s’avére juste.

La probabilité d’avoir raison 10 semaines de suite si c’est un charlatan est donc :

1 1 1
P(B):P(BlmBzmﬂBlo):P(Bl)P(Bg)P(Bl()):§>(§><Xi
_ 1
S 210 1024

c’est-a-dire, moins de une chance sur 1000. Je peux donc étre str de mon coup, et
j’al pense méme avoir affaire & un excellent courtier puisqu’il ne s’est pas trompé une
seule fois.
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Le vice caché : En réalité, ce fameux courtier n’est qu'un truand. Comment a-t-il
donc fait pour déjouer ainsi les probabilités 7

La premiére semaine, il a simplement envoyé une lettre a 1024 personnes en promet-
tant a la moitié ’entre eux une hausse de l'action et a 'autre une baisse.

Il observe le cours de I'action, et & ceux auxquels la prédiction s’est révélée juste, il
envoie une nouvelle prédiction. Il envoie donc 512 lettres ot il annonce, pour moitié
une hausse, et pour les autres, une baisse.

Il réitére ainsi sa méthode 10 semaines de suite, en n’envoyant la nouvelle lettre qu’a
ceux auxquels les prédictions précédentes se sont révélées justes.

A la fin de la dixiéme semaine, il ne restait plus qu’une personne, c¢’était moi. Et il
est désormais temps pour lui d’empocher le jackpot. Il n’y a aucun hasard 1a dedans,
mais comme je ne vois qu'un aspect partiel du probléme, je me fais duper.

Morale de cette histoire : il n’y en a malheureusement pas. Imaginons que
des compagnies financiéres lancent couramment de nombreux fonds d’investissement
qu’elles laissent évoluer pendant quelques années. La plupart d’entre eux, comme
les lettres du courtier, s’avérent trés décevants, et sont oubliés. Mais parmi tous ces
fonds, certains obtiennent de trés bons résultats, et la compagnie peut donc éditer
une jolie plaquette sur papier glacé faisant miroiter les taux mirobolants obtenus par
ce fond lors des 5 derniéres années... avec la mention qui s’avére plus pertinente que nous ne
voulions le croire : « les performances passées ne préjugent pas des performances futures » . C’est
simplement la derniére lettre du courtier !

Il en est de méme, en recherche ou en TIPE expérimentaux : si on essaie de trés
nombreuses expériences avec des paramétres tous plus farfelus les uns que les autres,
on risque a la fin, d’obtenir une expérience qui marche par un malheureux concours
du hasard. 11 suffit ensuite de cacher toutes les autres expériences, et de proposer
votre derniére lettre, car

Aussi improbable que soit un événement, il est hautement probable
qu’il se réalise un jour, si on y met la persévérance suffisante.

De 14, a faire décoller la fusée Shadok ? Ils y sont arrivés !

Ainsi, quand on donne une information, il faut également s’interroger sur toutes les
informations que I’on ne nous donne pas... Les calculs les plus précis et convaincants,
peuvent vite perdre de leur superbe.

https://molin-mathematiques.fr
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