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1

PRIMITIVES

C’est seulement en soumettant & notre examen une unité
infiniment petite, la différentielle de I'histoire, c’est-a-dire les
courants homogénes de ’humanité, et en nous rendant maitres de
Part de les intégrer (de faire la somme des infinitésimaux), que
nous pouvons espérer atteindre les lois de I'histoire.

Tolstol, La Guerre et la Paix.

Apreés vous avoir appris & dériver, on vous demande de refaire le méme trajet, mais a
Penvers ! Il faut partir de la fonction dérivée pour retrouver la fonction initiale.
Mais rassurez-vous, on a semé des petits cailloux blancs pour retrouver notre chemin
en fonction du type de dérivation que nous avons fait :

e le changement de variable (quand on a dérivé une fonction composée),
e l'intégration par parties (quand on a dérivé un produit).

Ce chapitre se présente donc comme un petit complément calculatoire sur les fonctions
usuelles.

Par contre, toute la théorie de 'intégration et le lien avec les calculs de surface sous
une courbe sont repoussés a4 un chapitre ultérieur.

Notations : Dans ce chapitre, I et J désignent des intervalles de R qui contiennent
au moins deux éléments.

La mention du segment [a,b] dans les définitions et théorémes sous-entend que
(a,b) € R?, avec a < b (le segment contient au moins deux points).

K désigne R ou C.

1 DEFINITION ET STRUCTURE

Définition 1.1

Soit f : I — K.
On dit que F est une primitive de f sur I si F' est dérivable sur [ et F' = f.

Explications

Trouver une primitive, c’est faire ’opération inverse de la dérivation. La dérivée de
la primitive donne la fonction « initiale ». C’est ainsi qu’il faudra se rappeler les
primitives usuelles.

A On a défini une primitive d’une fonction et non d’un réel. On parle donc d’une
primitive de f et non de f(z). Néanmoins, pour les expressions explicites, on deman-
dera parfois de trouver des primitives de f(z) par abus de notation.

Propriété 1.2

Une primitive sur I est dérivable sur I et en particulier continue.
Si f est de classe €% (I, K), alors les primitives de f sont de classe €**1(I, K).

Preuve
Immeédiat avec la définition. [ |

Théoréme 1.3

Soit f: I — K, si f admet une primitive F' sur un intervalle I, alors I’ensemble
des primitives de f sur I est

{F + cste, cste € K}

Exemple
Donner les primitives de = — 23 — 52 + 2 sur R.

Solution : .

Ce sont toutes les fonctions de la forme = +— % — gmg + 2z 4 c avec c € R.
Explications
La primitive n’est pas unique.
Cela provient de ce que la dérivée fait « perdre de I'information » sur la courbe. Con-
naitre la dérivée en tout point de la courbe ne permet pas de reconstruire la courbe.
Il faut aussi avoir un point de départ.
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Par exemple, si la fonction dérivée est x — 2z, alors on sait que la primitive est « du
type » z — 22, Par contre, cela peut étre x +—> 22+ 1ouz— 22— 21 Ces deux
fonctions ont les mémes pentes en tout point car elles sont translatées verticalement
I’une par rapport a l'autre.

Ainsi, lorsqu’on cherche une primitive, on a a disposition toutes les fonctions dont les
courbes sont translatées verticalement l'une par rapport a autre (qui ont les mémes
pentes en tout point).

Formellement (peut étre sauté en premiére lecture) :

L’application qui & une fonction f — dérivable — associe sa dérivée n’est pas injective.
Chaque élément de 'image peut donc avoir potentiellement plusieurs antécédents :
plusieurs primitives.

Par contre, les primitives n’étant translatées que d’une constante, il suffit d’avoir une
information supplémentaire pour connaitre exactement la primitive.

Ainsi, application f — (f’, f(0)) est injective pour I'ensemble des fonctions dériv-
ables définies sur R : si on impose le passage par un point, par exemple (0, f(0)),
alors cela fixe la constante ¢ de maniére unique et ’application devient injective.
Par contre, si on s’autorise a travailler sur des domaines qui ne sont pas des intervalles,
alors une seule constante ne suffit plus comme cela est précisé ci-dessous.

Preuve
Raisonnons par double inclusion : on note E = {F + cste, cste € K} et P ’ensemble
des primitives de f.
Veste € K, (F +cste)’ = F' = f, donc F + cste € P. Ainsi E C P.
Réciproquement si G € P, alors G' = f = F', donc (G — F)' = 0.
Donc G — F est constante sur . Si on note cste cette constante, alors G = F'+cste € E.
Donc P C FE, et par double inclusion P = F. |

A C’est faux si I n’est pas un intervalle. Il faut alors plusieurs constantes car la
translation verticale peut différer entre deux parties de I qui ne se touchent pas.

Exemple
Donner toutes les primitives de z +> % sur R*.
Solution :
Sur R, les primitives de f sont de la forme = — Inx + ¢4 avec ¢y € R.
Sur R”, les primitives de f sont de la forme x — In(—x) + c— avec c— € R.
Donc les primitives de f sur R sont de la forme

1 S 0
o n|z| +cy b%$>  (chc)eR2Y.
Inlz|+c- siz<O0

La réciproque est immédiate.

Théoréme 1.4 }

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une (donc une infinité) de prim-
itives.

A La continuité est une condition suffisante et non nécessaire. Il existe des fonctions
non continues admettant des primitives. Pour cela il suffit de trouver une fonction

F dérivable, dont la dérivée n’est pas continue (voir le chapitre de dérivation).

Preuve
Admis & ce stade, sera démontré au chapitre d’intégration. |

2 LA NOTATION INTEGRALE

Notation (signe intégrale)

Pour f une fonction continue sur un intervalle I, et pour a € I,

xr T
on note x +—» / f= / f(t)dt 'unique primitive de f qui s’annule en a.
a a

Remarque : dans la notation fax f(t)dt, la fonction f s’appelle 'intégrande.

Preuve
L’existence d’une primitive F est admise & ce stade (théoréme 1.4). Pour obtenir une
primitive qui s’annule en a, il suffit de lui ajouter la constante —F(a).
Unicité : on suppose qu’il existe deux primitives I’ et G de f qui s’annulent en a.
D’aprés le théoréme 1.3, il existe une constante k € R tel que F' = G + k.
Or G(a)+k=F(a)=0et G(a) =0,donc k=0et F =G.
D’ott 'unicité de la primitive de f qui s’annule en a. |

Exemple
Toute primitive d’une fonction continue ne s’écrit pas nécessairement sous la
forme d’une intégrale.
Donner un exemple.
Solution :
x — 22 + 1 est une primitive de = — 2z, mais comme elle ne s’annule pas sur R, on ne
peut 'exprimer sous forme d’une intégrale de = — 2z.

Propriété 2.1 (Cas complexe)

Soit f : I — C, continue, (a, b) € I?,

b b b
/f(t)dt:/ me(f)(t)dtﬂ'/ Jm (f)(¢) dt.

Remarque : contrairement au cas réel, on ne pourra pas interpréter 'intégrale com-
plexe comme une surface.

Preuve
On sait que f est continue sur [ si, et seulement si ses parties réelles et imaginaires le
sont (ce qui justifie I'existence des deux intégrales).
Sion note G : z— [T Re (f)(t)dt et H : z — [7Tm(f)(t)dt,
alors F(a) =0=0+4x 0= G(a) + iH(a),
et Vo € I, F'(z) = f(x) = Re (f)(x) + i Tm (f)(z) = G'(z) +iF ().
I étant un intervalle, G + iH est donc 'unique primitive de f qui s’annule en a.
On a donc I’égalité en particulier pour x = b. |
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Notation (Crochet)

Pour I un intervalle contenant a et b et f € €1(I), on note

b
/ Fyd =[] = £) - fa).

A On fait ici I’hypothése que la fonction est de classe ¢!, pour s’assurer de
I’existence de la primitive.

Preuve
Pour z € [a,b], z — [ f'(t) dt désigne I'unique primitive de f’ qui s’annule en a.
Or f est une primitive de f’. Ainsi, d’aprés le théoréme 1.3, il existe une constante
k € R telle que

vz € [a, b, / £t dt = f(z) + k.
Or la primitive s’annule en a, donc f(a) + k =0, et k = —f(a).
b
Pour & = b, on a donc bien / f'(#)dt = f(b) — f(a). C’est ce que I'on note [f]z [ ]

Exemple

Montrer que f : x — /
x

Solution :

x +— e~ ¥ est définie et continue sur R.

Elle admet donc des primitives définies sur R. Si on note F' I'une d’entre elles, alors
Vz € R, f(z) = F (sinz) — F(z).

Or, x + sin (x) est dérivable sur R, donc par composition et différence, f est dérivable
sur R.

sinx

2
e " dt est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

Vz € R, f'(x) = cos (z) F'(sinz) — F'(x) = cos (z) e~ cos?(2) _ g sin®(@),

Propriété 2.2 (Echange des bornes)

Soit f une fonction continue sur I et (a, b) € I?,

b a
dt = — dt.
| rwae=— [ sar
Preuve

Si on note F une primitive de f, alors fab f=F(@®)—F(a)=—(F(a) - F(b)=— [, f-
|

— Théoréme 2.3 (Linéarité & relation de Chasles)

Soient (f,g) € €°(I,K), (\,n) € K? et (a, b, ¢) € I*.

b

b b
1. Linéarité : /()\f+ug):)\/ f—i—,u/ g.

b c b
2. Relation de Chasles!' : / f:/ f+/ f.

Preuve

1. Si on note F' la primitive de f qui s’annule en a et G la primitive de g qui s’annule
en a, alors (A\F + uG) = A\F' + uG' = \f + pg.
Donc AF + uG est une primitive de A\ f + pug,
et elle s’annule évidemment en a. Ceci démontre bien que pour x € [a, b

/x M) + pg(t) dt = NF(z) + pG(x) = )\/x £t dt+ u/QC g(#) dt.

En particulier pour x = b.
2. F(b)— F(a) = F(b) — F(c) + F(c) — F(a).

Exemple

Si on veut une primitive de ¢ — 3t — cost, alors, on commence par chercher une
primitive de t — ¢, et une primitive du cosinus, puis on utilise la linéarité :

x x x t2 x
(3t —cost)dt =3 [ tdt— [ costdt=3|=| —[sint]; = §5027sin33.
0 0 0 2 2

0

1. La relation est également valable si ¢ € [a, b], quand f est continue « jusqu’a » c.
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3 PRIMITIVES USUELLES

Fonction Primitive || Fonction | Primitive Fonction | Primitive
xotl 1
z%, a e R\ {-1} o sin(x) —cos(x) T2 Arctan (z)
! W(z) || cos(z) | sin(z) L | Arcsin (2)
- n(|z x in(z —_— resin (z
x V1 —a?
e)\z
e\ € R* —~ tan(z) | —In|cos(x)|
In(z) zIn(z) —x || sh(x) ch (z)
ch (z) sh (x)
th (x) In(ch (z))

On peut justifier toutes ces primitives en les dérivant. Celle du logarithme sera
obtenue un peu plus loin par intégration par parties.

Exemple (A savoir refaire)

roode
Pour z > 1, calculer r—
/2 2-1
Solution :
On s’inspire de ce qui a été fait avec les sommes et on écrit t> — 1= (t 4+ 1) (t — 1).
On peut alors décomposer la fraction en 2 :

1 St 1-(t-1) 1( 1 1
t—1)(t+1) 2 (Et+1)(t—1) *i(t—l_t+1)'

oAt 1 ([ dt T dt

/Z t2—1_§<2 m‘/g i+ 1
(i (57) - (55))
2 1 3

1

2

r—1 1

On en déduit alors

- 1 t—1 oL
En particulier, t — 3 In (—) est une primitive de

1
t+1 2 -1

4 FORMES COMPOSEES

Pour u une fonction de classe €.

Fonction Primitive Fonction | Primitive Fonction | Primitive
ua+1
u'u®, pour a # —1 u'e? ev u'sinu | —cosu

a+1

u’ , .

— In |u] u' cos u sin u

U

ul

— 2\/u

Vu

Exemple

Trouver une primitive de [ : z— ——.
x2+3

Solution :

Si on pose u : ¢ — x2 + 3, on vérifie d’abord que u est & valeurs strictement positives

sur R et que la fonction dont on cherche une primitive est donc continue sur R : la

fonction admet des primitives.

Vz € R, v/(x) = 2z ce qui ressemble furieusement au numérateur. On a affaire & une

forme composée g(u(z)).

z 3@ _ (@)

Vaz+3 Vu(r) - 2\/u(x).
Donc une primitive est z — /u(z) = vz2 + 3.

— Méthode (Intégration de sinus et cosinus)

Pour intégrer une fonction qui dépend des puissances de sinus et de cosinus,
e soit, on fait apparaitre la dérivée d’une fonction composée,

e soit, on linéarise comme nous I'avons vu dans le chapitre sur les complexes et
la trigonomeétrie (calculatoire).

Exemple

xT
Calculer / cos? tsin? tdt.
0
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R R = R = R = 1R

Solution : ) ) .
cos® tsin® t = 267 (eit + efit> (e ”)
_ ((eit n e—it) ( —'Lt))2 ( —'Lt)2
) ) 2
= (e2Zt — 672“:) ( Zt) id. remarquable

( 2it 72it) ( zt))
e — e
. 2
e it + e—SZt) )
On développe le carré et on obtient :
(2cos(6t) — 4 cos(4t) — 2cos(2t) + 4)

2, . 4
cos” tsin” t = —
26

= 2% (cos(6t) — 2 cos(4t) — cos(2t) + 2).

On en déduit avec la linéarité de l'intégrale

/ cos®(t) sin®(t) dt 22% (/ cos(6t) dt — 2/ cos(4t) dt — / cos(2¢t) dt + 21:)
0 0 0 0

_ 1 (sin(6z) 2sin(4x) sin(2z)

BPE ( 6 4 2 T

_ 1 (sin(6z) sin(4x) sin(2z)

~ 2 ( 6 2 2 T
Exemple

x

Calculer cos® tsin tdt.

Solution :O
cos®(t) sin*(t) = cos(t) (1- sin’ () sin® () = cos(t) (sin4(t) —sin® (t)
= cos(t) sin*(t) — cos(t) sin®(t).
sin®(t)  sin’(¢)]"  sin®(z) sin”(2) .

" cos(t)sin () dt + [ cos(t) sin(t) dt = - = -
/Ocos()sm() +/0 cos(t) sin” (¢) 7 - z Z

0

Si on fait les calculs en utilisant la technique de linéarisation (plus lourd), alors on
obtient I’expression linéarisée de celle que nous avons trouvé.
5 CHANGEMENT DE VARIABLE

Mise en ceuvre du changement de variable :
Pour une fois, nous allons appliquer le théoréme avant de 1’énoncer.
Avec I'exemple précédent, voici comment on écrit le changement de variable.

—=d
/1 V2 +3

On pose u = t* + 3, alors v/(t) = 4% = 2¢, donc du = 2t dt.
On remplace dans ’expression et on trouve

/2 t /t 2 1 2t & /u 7 11 q [f]7

1 V243 t12\/t2 wet 2 /U *
On a changé les bornes d’intégration, en effet, quand ¢ varie de 1 & 2, alors u = 22 +3
variede 124+3=44224+3="7.

Si on intégre de 1 & z, alors u varie de 4 & 2% 4 3, et on trouve :

/1 ﬁdt:\/ﬁ—&- — V4.

Remarque sur les notations : ici pour bien expliciter le changement de bornes, on a

o , =2 otdt =T du
écrit des expressions du type

=1 2+/u(t) - u=4 ﬁ

VT -V

Exemple

z dt
Calculer I:/ S —

o € +e”
On pourra poser u = e'.
Solution :

Si on pose u = €', alors du = e’ dt.

Iﬁ/z dt 7/1 et dt 7/“ du
T Jo oettet Jo e+l Jo ur+1

On peut vérifier que si on dérive l’expression obtenue (comme une composée), on
retrouve la fonction dont on cherchait 'intégrale.

[Arctan u]fm = Arctan (e”) —

N

Il est temps d’énoncer le théoréme. Cet énoncé théorique est a savoir, mais la priorité
est de maftriser la méthode sur les exemples.

~ Théoréme 5.1 (Le changement de variable)

Soient I et J deux intervalles de R.
Soient f € €°(J,K) et u € €*(I, J). Pour tout (a, b) € I?, on a

b u(b)
[wotenoia= [ rwde

Preuve
Pour la preuve, il suffit de voir que nous avons & faire & une composition de fonctions.
Si on note F' une primitive de f sur J, alors
Vi€ [a, b, /(1) (f o u) (1) = ' ()F (u(t)) = (F o) (1),
T b

Donc/ u’(t)(fou)(t)dt:/ (Fou) (t)dt = (Fou) (b) — (Fou)(a).

a a
Or, on voit également que

u(b) u(b)
[ twdu= [ ) du = F@E = F @) - F (@)
u(a) u(a)

Ce qui donne bien ’égalité. [ |



MPSI

https://molin-mathematiques.fr

Explications

La formulation de ce théoréme ne doit pas faire peur : si on regarde bien c’est ce que
nous venons de faire : u = u(t), donc du = v’'(t) dt.

Quand on veut intégrer f (u(t))-u'(¢) dt , on remplace u(t) par u et on trouve f(u)du.
Quand ¢ variait entre a et b, alors u varie entre u(a) et u(b).

Il s’agit simplement du changement d’indice que nous avons vu sur les sommes dis-

crétes et que 'on généralise aux sommes « continues » (dans le chapitre d’intégration,
nous interpréterons les intégrales comme des limites de sommes).

Remarques sur les hypothéses et notations :

o Régularité : u est supposée de classe €' car une dérivée de u apparait dans la
premiére intégrale. On exige donc que u’ € €Y, c’est-a-dire u € €.
Par contre, f est simplement supposée continue. Aucune dérivée de f n’intervient.

e Domaines de définition et image : on compose f & droite par u, on a donc des

ensembles qui « s’emboitent » ainsi : [a,b] — T LR
Cela explique également les domaines de définition et d’intégration.

e Notation u : dans la premiére intégrale, u désigne la fonction, alors que dans
la deuxiéme expression « f(u)du » : u désigne une variable au méme titre que
2 ou t. Ainsi, on utilise la méme notation pour deux objets différents (pour
faciliter 1'usage).

Exemple
Pour z > 0, calculer

Solution :
On aimerait bien se « débarrasser » de la racine carrée.

On pose donc v = V¢, d’ott du =

2Vt
Sit € [1, z], alors u € [1, y/z], donc par changement de variable
z  —/T T VT
/ e7dt:/ 2e7\/{i: 2eiudu:[—2871!};/5:—267\/54-2671.
1 Vi 1 24/t 1
Meéthode

Lorsque l'on a une intégrale sous forme d’une fonction rationnelle en cos(t) et en
sin(t), penser au changement de variable u = tan(¢/2) si aucun autre n’apparait
naturellement.

Remarque : 11 existe les régles de Bioche que 1’'on trouvera éventuellement dans cer-
tains cours, mais elles ne sont pas au programme et il est donc inutile de les apprendre.

Exemple

Calculer /2 L
o 1-+sint

Solution :

Ici, on ne voit pas apparaitre de changement de variable évident. Poser u = sin (¢) ne

convient pas car il manque un cos (t) au numérateur (dérivée) et le faire apparaitre

compliquerait beaucoup l’expression finale.

On pose donc u = tan (%), et on trouve alors

1 t 1

an( L
Or, sin (t) = %, on trouve donc
jus 1 1 1
/2 dt :/ L 22dU:2/ du2:72[1}:1
o l+sint 0 1+ 5y 14+u o (1+u) 1+ulf,

6 FONCTIONS TYPE A SAVOIR INTEGRER
A Exponentielle complexe

Les primitives de 'exponentielle réelle sont valables pour A € C (pour le justifier, il

suffit de dériver e = M¢ Nz i Im (N2 comme un produit).

Propriété 6.1
Soit A € C*, une primitive de  — e** est

1 .
x = = e,

A

Les deux exemples qui suivent sont explicitement au programme et & savoir
refaire rapidement et sans hésitations.
L’idée est de repasser par 'exponentielle complexe et d’utiliser la remarque ci-dessus.

Exemple

Soient (a, b) € R% et x € R. Calculer / e cos(bt) dt.
0

Solution :
Si (a, b) = (0, 0) alors la fonction est constante égale a 1 et I'intégrale vaut x.

Sinon, Vt € [0, z], €* cos (bt) = Re (e ™) = Re (e(“"'ib)t) .


https://molin-mathematiques.fr

MPSI

Donc

/ eat Ccos (bt) dt = Re (/ e(a+ib)t> dt
0 0
= NRe # e(u.+ib)t *
a+1ib 0

1 . (a+ib)z

= o1y Re ((a—zb)(e —1))

= ﬁ (ae cos (bx) + be"* sin (bz) — a) .
a

Exemple
T
Soient (a, b) € R? et z € R. Calculer / e sin(bt) dt.
0

Solution :

On fait de méme en prenant la partie imaginaire.
Pour (a, b) = (0, 0), 'intégrale et nulle.

Sinon, elle vaut

/ e sin (bt) dt = pe -11-62 Jm ((a —ib) (e(a+ib)z — 1))
0
= ﬁ (a e sin (bz) — be™ cos (bx) +b) .

— Méthode (Polynome exponentielle)

Si P est une fonction polynomiale réelle et o € C*, alors z — P(z)e** admet une
primitive en z — Q(z) e** avec ) une fonction polynomiale de méme degré que P.

En particulier pour (a,b) € R? non tous deux nuls, une primi-
tive de z +— P(z)e*cos(br) peut étre cherchée sous la forme z —
e (Q(x) cos (bx) + R(z) sin (bx)) .

De méme une primitive de = — P(x)e*®ch (bx) peut étre cherchée sous la
forme x — e (Q(x)ch (bx) + R(x)sh (bx)).

Idem, si on remplace le cosinus par un sinus.

Preuve
On note , pour tout € R, P(z) = Y axz”.
k=0

Si on pose Q(z) = 3. brz®, alors la dérivée en z de = — Q(z) e™® s’écrit
k=0

(Q'(z) + aQ(z)) ** = <i ((k + 1)bry1 + abg) 2" + abnx"> e’

k=0

aT

Reste a faire l'identification avec P(z)e*® et on trouve alors un systéme triangulaire

qui se résout de proche en proche.

aby, = an b = ‘%
nbn + Oébn71 = an-—1 bnfl - é (a/nfl - nbn)
i (an_g — (TL — 1)bn_1)

(n—Dbpo1+abpz =an-2 — b2 =

L(ao —b1)

b1 + abo = ag bo =

On obtient donc une solution sous la forme souhaitée.

Pour le cosinus ou le sinus, on l'intérpréte comme partie réelle ou imaginaire d’une
exponentielle complexe et on applique la linéarité.

Pour les fonctions hyperpoliques, on les décompose également avec les exponentielles et
on applique de méme la linéarité (chaque exponentielle donne alors son propre polynome,
mais quitte & faire demi-sommes et demi-différences, on peut exprimer la solution en
sinus et cosinus hyperboliques). |

Exemple
Calculer [ (t3 4 2t) sin (t) dt.
Solution :
On peut résoudre par intégrations par parties successives pour faire descendre le degré
du polynéme comme nous le verrons plus loin, mais ici ce serait un peu long.
On écrit donc Vt € R, f(t) = (at® + bt® + ct + d) €™ que I'on dérive en f'(t) = (iat® +
(3a 4+ b)t* + (2b+ ic)t + c +id) e’ et on souhaite que Vt € R, f'(t) = (t* + 2t) e’ donc
par identification, on obtient

I
[
.

1
=1x(-3a)=3
c=1(2-2x3)=4i
d=—¢— 4.

On trouve alors _ _
Yt € R, f(t) = i(—t> +4t) e’ + (3t> — 4) ™.

On prend la partie imaginaire pour avoir une primitive et on trouve (—t* + 4t) cos (t) +
(3t> — 4)sin (t) . Donc

/Oz (t° +2t) sin (t) dt = (—2” + 42) cos (z) + (32° — 4) sin (z).
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B Primitives de fractions rationnelles simples

— Méthode

Pour intégrer une fraction rationnelle du type

1
t24+bt+c

sur un intervalle de son domaine de définition.
On cherche les racines de 2 + bt + c.

1. S’il y a 2 racines réelles distinctes a et 5.
1 a b

24bt+tec t—a t—8

On cherche a, b ne dépendant pas de t tels que
et on intégre avec les logarithmes.

2. S’il y a 1 racine double «.
On reconnait une primitive usuelle.

3. S’il n’y a pas de racines réelles.
On met le dénominateur sous forme canonique et avec un changement de vari-

able on obtient une forme en , qui se primitive avec Arctan .

1
u? 4+ 1

Remarque : Pour une expression de la forme ¢ — m, si a # 0, alors on factorise
par a et on se raméne au cas de la méthode, et si a = 0, , alors on reconnait simplement
la dérivée d’un logarithme ou d’une fonction linéaire.

Exemple (Résultat & connaitre)

Soient a # 0 et « € R, calculer /
0

Solution :

On factorise par a au dénominateur et on voit apparaitre la dérivée de Arctan (ﬁ) (si
besoin faire le changement de variable u = %)

On trouve alors

T de 1 [71 1 1 t\1*
T3 = — X ———— = — |Arctan | —
o a*+t ajy a 1+(§) a all,

= lArctan (E) .
a a

de¢
a? +12°

Résultat 4 connaitre :

1
—Arctan (E) .
a a

/‘T dt
0 a2 +12

Exemple

Calculer / de
0

2roial en précisant son domaine de définition.

Solution :

On remarque que t2 + 2t + 1 = (¢ +1)? et que cette expression s’annule en t = —1.
On cherche la primitive qui s’annule en 0, donc x doit étre « du méme coté »
de —1 que 0.

Ainsi l'intégrale est définie pour tout x > —1.

WS S . S [ T (.
“Jo H2t+1 Jy t+1D2 | t+1), x+1

Exemple

Calculer / de
0

————— en précisant son domaine de définition.

t24+2t—3

Solution :

On remarque que t> 42t —3 = (t — 1) (t + 3) et que cette expression s’annule en t = 1 et

ent=—3.

On cherche la primitive qui s’annule en 0, donc z doit étre sur U'intervalle du domaine

de continuité qui contient 0.

Ainsi l'intégrale est définie pour tout = €] — 3, 1.

On remarque que L :1t+3_(t_1):1( 1 )
E-1D@E+3) 4 @E-1DE+3) 4\t—-1 t+3)°

.. v dt v dt
Ainsi, Vx €] — 3, 1], e T _/0 =D

_1/317_;L&
T4, t—1 t+3

= D=1 =t + 3]
1 z—1
Exemple
£ dt . . .
Calculer / 55, 5 e précisant son domaine de définition.
o 12+2t+3

Solution :
Le dénominateur ne s’annule pas sur R, donc l'intégrande est continue sur R.
Donc l'intégrale est définie pour tout = € R.

Ve €R /”” dt 7/“” dt 71/” dt
Jo Br2+3 Jo GrD2r2 2/, Gﬂf+i
V2
t+1 1
~——— et donc du = — dt, d’on dt = v2du.
V2 V2

On pose u =
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En appliquant ce changement de variable €' sur R, on trouve

1/3c dt _ﬂ/”ﬂl du
LA 2 :
2 o () +1 2 )y w1

+1
V2
z+l
= g [Arctan (u)] Y2
Vel

+

= g <Arctan (a:

1) e ().

Exemple
o 1
Calculer / o dt en précisant son domaine de définition.
0
Solution :

Le dénominateur de l'intégrande ne s’annule pas sur R, donc la fonction & intégrer est
continue sur R.

Ainsi, 'intégrale est définie pour tout = € R.

On voit que le numérateur est presque la dérivée du dénominateur, on n’est donc pas

. u
loin d’une formule —.

Torl . [T 2t L e e LT dt
/0 t2+4dt_/0 pritprdt=0 +4)]0+4/0 O
dt

On pose u = %, donc du = 5 c’est-a-dire dt = 2du.

Par changement de variable, on trouve

At °/2 g
/ —_— = 2/ 5 Yoo [Arctan (u) 3/2 = 2Arctan (f) .
o (£)"+1 o uwtl 2

La solution est donc

o411 z? +4 1 x
[} 2 de n( ) + 2 rctan 5

7 L’INTEGRATION PAR PARTIES

Théoréme 7.1 (Intégration par parties)

Si u et v sont deux applications € ([a, b], K), alors

Preuve
La preuve est triviale et c’est elle qui permet de bien comprendre cette formule. Elle
provient de la dérivation d’un produit.
(wv) = u'v +uv’, donc uv est une primitive de u'v 4+ uv’ qui est continue sur [a,b] (car
u,v € C*([a,b], K))
Donc f: w'v 4w’ = [uv]%, et avec la linéarité on obtient la formule voulue. |

Exemple

Calculer fox tsint dt.
Solution :
On pose pour ¢ € [0, 7]

v(t) = —cos (t)

u'(t) =1 v'(t) = sin (¢)

(u, v) € ¢* ([0, z], R).

Je conseille de présenter les calculs ainsi pour ne pas se tromper.

On choisit une diagonale avec les éléments de l'intégrande. Ici, par exemple u(t) et
v’(t) et on calcule ensuite les deux autres termes par dérivation et primitive.

Ici, c’est évidemment t que I'on dérive, ce qui permet de le faire « disparaitre. »

Pour écrire la formule, on met le produit de la premiére ligne entre les crochets et on
soustrait avec I'intégrale de la deuxiéme diagonale.

/0 tsin (t) dt = [t cos (t)]; 7/0 1 X (—cos(t)) dt

= —zcos (z) + /Ow cos (¢t) dt

T

= —xcos (z) + [sin (t)];

= —xz cos (z) + sin (z) .

Exemple (A savoir refaire)
Trouver une primitive de In.
Solution :

Ici, intégration n’apparait pas immédiatement. C’est une astuce qu'il faut connaitre :
Int =1-Int et on peut intégrer 1 et dériver In.
On cherche par exemple, une primitive qui s’annule en 1.
A on ne peut pas intégrer sur [0, z] car la fonction n’est pas continue en 0.
On pose, pour ¢t > 0,
u(t) =t

u(t) =1 V'(t) =

(u, v) € €' (RY).

Par intégration par parties,

/lzln(t) dt:[tln(t)]f—/j%dt

=zln(z) — (z—1)
=zln(z) —xz+1.

Les primitives étant « & une constante prés », on trouve donc que = — In(x) a pour
primitive z — zIn (z) — .
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Exemple

8

Soient (a, b) € R*, n € N et (f, g) € €" ([a, b]) .

Généraliser la formule d’intégration par parties pour exprimer ff (1) g(t)dt en
fonction de f f(t)g™(t) dt.

) et g(m) demgnent respectivement les dérivées n—iéme de f et g.

Solution :
On montre par récurrence que

/ £ ) Z [

k=0

f(n k— 1)() (k)

/f ™ (¢

Initialisation : pour n = 0, les deux expressions sont identiques (les sommes sont vides).
Hérédité : on suppose I’égalité pour n € N fixé.
En appliquant cette relation & f’ on trouve :

[un

[ 0gac =3 [0 0]

3 / F(H)g™

On applique a nouveau la formule d’intégration par parties & la derniére intégrale :

1

[(1)* 5D (1)) 1))

a

+ 0" [f0e™ )]

a

Dl /bf(t)g("“)(t) de

[t g0 @)+ o [ @

/ b FO Y ()g(t) dt = 3

Sl
Il
o

n

k=

[=}

PROPRIETES DE L'INTEGRALE

On finit ce chapitre en donnant quelques propriétés de l'intégrale, en particulier des
inégalités pour étudier des suites d’intégrales et réaliser des comparaisons.
Ces propriétés seront reprises et complétées au moment du chapitre d’intégration.

— Théoréme 8.1 (Inégalités pour une fonction réelle)

Théoréme 8.2 (Inégalité triangulaire)
Soit f € €%([a,b], K

Preuve

1. Soit F:z— [T f(t)dt.
F est dérivable sur [a b] et Vz € [a, b], F'(z) = f(z) > 0.
Donc F' est croissante sur [a, b] et comme, F(a) = 0, alors F'(b) > 0.

2. Idem, mais la fonction F' est strictement croissante.

3.9-f=
Et en utilisant la linéarité, on trouve f; f< f: g.

0 sur [a, b] donc f:g — f > 0 d’aprés la positivité.

), avec a < b

</abf|-

Remarque :
(car on travaille avec le module).

Soit (f,g) € €°([a,b], R).
1. Positivité : Si f > 0 (et si a < b), alors f f=
2. Positivité stricte : Si f > 0 sur [ sauf en un nombre fini de points et si
a < b, alors f:f > 0.
3. Croissance : si f < g, et a <b, alors f f< fjg.
Remarque : Ces inégalités n’ont de sens que pour les fonctions a valeurs réelles.

En effet, on n’a pas d’inégalités sur C.
A Pour la positivité stricte il faut vérifier a < b et non pas seulement a < b.

Cette inégalité est aussi valable pour les fonctions a valeurs complexes

Preuve

Dans le cas réel, la preuve est élémentaire et découle directement de la croissance de
I’intégrale.

C’est pour le cas complexe qu’elle est plus délicate.

On peut écrire fab f=re? avecr > 0.

Alors, par linéarité,

bf(t) dt‘ =r= /bf(t) e dt.

Ce qui implique en particulier que cette intégrale est réelle. On note fe = u + v,
avec u et v désignant respectivement les parties réelles et imaginaires de la fonction.
On sait alors que fab ft)e " dt = fab u(t) dt +zf; v(t)dt

Ici, par nullité de la partie imaginaire, on a donc

/ab f)ar| = / B dt = / ulhde= / e (fe) o

e | =1f(1)

/a " r)ar

—1i0

Or, Re (f(t)e ) < |f(t)

réelles), on en dedult donc

|, par croissance de I'intégrale (pour les fonctions

b
< / 1£(t)] dt.
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