BCPST
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EQUATIONs DIFFERENTIELLES -
2EME pARTIE

Comment une équation différentielle peut retenir

un avion au sol et faire suspecter son auteur
d’activité terroriste...

« Un code, ou un alphabet étranger, et peut-étre méme un

plan pour mettre fin aux douzaines de vies innocentes G

bord du vol 3950 d’American Airlines. »

Ne soyez pas trop vite rassurés, ¢’était un économiste !
http://www.slate.fr /story /117753 /economiste-suspecte-
terrorisme-vol-americain-equation-maths

Nous avons déja vu les équations différentielles linéaires & coefficients constants
au premier semestre. Ce chapitre constitue une révision de ces notions, que l'on
généralise un peu.

Notations :
Dans ce chapitre, I et J désignent des intervalles de R (non réduits & un point).

A réviser au preéalable :
e Chapitre sur les équations différentielles du premier semestre,

e Calculs de primitives.

1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU PREMIER OR-
DRE

A Définition et structure des solutions

— Définition 1.1

Soit 2 une partie de R, on considére 1’équation :
(Be) = Vtez, alt)y(t)+b(t)y(t) = c(t)

ol a, b et ¢ sont trois applications continues sur Z a valeurs dans R.

(E.) est une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients
continues sur .

y 1 2 — R est une solution de (E.), si f est dérivable et vérifie la relation
(E.) pour tout t € Z.

L’équation différentielle homogéne associée a (E.) est définie par :

(Eo) : Vte 2, a(t)y(t)+bt)y(t) =0.

Dans la suite on notera .7, les solutions de (E.) et ./ les solutions de (Ep).

Dans le cadre de ce cours, on ne s’intéresse qu’aux équation différentielles,

e linéaires,
Pas de y2, de €Y... la notion de linéarité est vue plus précisément dans le chapitre sur
les espaces vectoriels.

e & coefficients continus,
Les coefficients sont des fonctions et non plus nécessairement des constantes. Par contre,
on exige la continuité pour s’assurer de ’existence de primitives.

Icit, nous élargissons un peu le cadre du programme, puisque celui-ci se limite aux
équations :

e définies sur des intervalles de R,
On peut travailler sur d’autres domaines mais certains résultats relatifs aux choix des
constantes sont alors un peu différents et rajoutent une difficulté.

e mises sous forme résolue.
Il n’y a pas de coefficient devant le 3’. La mise sous forme résolue est justement le
premier probléme qui nous occupe ici.

Exemple (suivi)
Nous suivrons cet exemple tout au long de cette partie.

(Eo) : £2/(t) —2y(t) = 1+ 272,

1. Pour avoir une approche qui se limite strictement au programme, voir le cours simplifié.
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C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre définie sur R* et pro-
longeable par continuité sur R (second membre). On pose donc 2 = R.
L’équation homogéne associée est :

(Eo) = £y'(t) —2y(t) = 0.

Remarques sur les notations :

Dans ce cours, on utilisera souvent ¢t comme variable, mais il est tout & fait possible
d’utiliser & la place la variable x, ou wu... .

Par exemple, si on utilise la variable z, alors I’équation de I’exemple devient (E.)

23y (z)—2y(z) = 1422 e 3%, et la résolution est totalement identique (en remplagant
a chaque fois ¢ par x).
De méme, on omet parfois I’écriture de la variable avec y. L’équation s’écrit alors
(E.) : 2%y —2y=1+2? e iz,
Le fait que y dépende de x est sous-entendu.

— Théoréme 1.2 (Structure des solutions)

S est un sous-espace vectoriel de (2, R).

% est un espace affine de direction vectorielle 7.
Autrement dit : si g. est une solution particuliére de (E.), alors

o= "+7 ge={f+9e, [ €S}

Preuve

(E.) VtEe D, alt)y (t)+bt)y(t) = c(t) sécrit  T(y) =c.
(Fo) Vte 2, alt)y(t)+bt)y(t) =0 sécrit T(y)=0.
T est un endomorphisme de ’espace vectoriel (jl(j R), + )
Et % = ker(T') est son noyau. C’est donc un sous-espace vectorlel de (@1 (2,R), +, )
Montrons la structure de ., :
si je cherche a résoudre F. et que je connais déja une solution particuliére go telle que
T(go) = b, alors
YyES. <= T(y) c
T(y) = T(90)
T(y) —T(g0) =0
— T(y —go) =0 (par linéarité de T')
< y—go € So.

La conclusion est qu’il suffit de connaitre les solutions de 1’équation homogéne (sans
second membre) et une seule solution particuliére, pour avoir toutes les solutions de
I’équation. |

— Méthode

Pour résoudre une équation différentielle, on procéde donc en général de la fagon
suivante :

1. Recherche des solutions de ’équation homogeéne : .#.

2. Recherche d’une solution particuliére : g..

Exemple (suivi)
On cherchera donc

1. les solutions de (Ey) : (t3y/(t) —2y(t) = 0) qui forment un espace vectoriel.
11 suffit donc de trouver une base de [’espace.

2. une solution particuliére g, de (E.) : <t3y’(t) —2y(t) =1+¢2 e_t%) .

Propriété 1.3 (Principe de superposition)
‘7 Si fi1 € S, et fo € S, alors V(A 1) € R%, Af1 + pfo € Aertpies-

Exemple (suivi)
Dans l'exemple précédent, on peut chercher la solution particuliére en deux
temps.
D’abord g; solution particuliére de (Ey) :  3y/(t) — 2y(t) = 1
Puis go une solution particuliére de (Ey) : 3y/(t) — 2y(t) = t?e” %
Alors g. = g1 + g2 est solution particuliére de

(Bo) © £y'(t)—2y(t) =1+2c

B Equation mise sous forme résolue

— Définition 1.4 (points singuliers)
Les points singuliers de 1’équation
(B : e, alty/(t) +b(ty(t) = c(b).

sont les solutions ¢t € & de I'équation a(t) = 0.
Dans la suite, on notera Z* 'ensemble & auquel on a enlevé les points singuliers.

Exemple (suivi)
Pour I'équation (E.), 0 est un point singulier. 2* = R*.
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— Propriété 1.5 (Forme résolue)

Sur Z*, Péquation (E.) peut s’écrire
(B = VteP*, y(t)+

On notera cette équation :

(E}) : Vte 9,

y'(8) + By (t) =7(t)

avec ((t) = % et y(t) = 28

Remarque : Changer de point tg revient a prendre une constante A différente.
— Propriété 1.8 (Cas particulier des équations & coefficients constants)

Si B est une constante, alors les solutions de I’équation homogéne sur chaque in-
tervalle I inclus dans Z* s’écrivent sous la forme

t— Ne Pt avec A € R.

On retrouve le résultat du premier semestre.

Exemple (suivi)
Mise sous forme résolue, ’équation (E.) s’écrit (sur %) :

Propriété 1.6 (Régularité des solutions)

Sur 2%, si B et v sont de classe €%, alors les solutions de (E}) sont (au moins) de
classe €F+1.
Ainsi, pour (8,7) € €>(2*), les solutions sont de classe €°°(2*).

Preuve

Par récurrence sur k. u

Exemple (suivi)

Les coefficients ¢ — 3 et t — 5+ 1 e sont %> (R*), donc les solutions seront
de classe €°(R*).

C Solutions de ’équation homogéne sur un intervalle

— Théoréme 1.7

(By) Ve o', y(t)+BHyt) =0.

Soit I un intervalle inclus dans Z*, les solutions de (Eg) sur I forment un espace
vectoriel de dimension 1

. = Vect (t e Jiy Bw) du) _ {t — e~ I, Bw) du} .
AER

avec to un point quelconque de I. Autre formulation : Sit — B(t) est une primitive
de b sur I, alors les solutions de (Ep) sur I s’écrivent :

B(t)

y :t—= e P avec A € R.

Exemple
Résoudre

1. v +2y=0sur R.

2
2. y'(t) + ;y(t) =0sur R*.

Solution :
1L 7 ={t— e XeR}.
2
2. Une primitive de t — 7 sur R* est t — 2In(Jt]) =2In(—t).

Ainsi, on obtient les solutions sous la forme f(t) = Ae 2t - 2 2

Donc&”:{tn—)—yz\eR}.

— Méthode (Résolution a la physicienne)

On écrit (sans s’occuper des problémes de signe ou d’annulation?, ni de la signifi-
cation des différentielles) :

YO +B8yt) =0 = - = —5()
— % = —p(t)dt

- /y<w> dy _ / 50

(on somme les quantités infinitésimales)

o n(12) - e

— y(x) = yoe I

2. On peut montrer, a priori, que si la fonction n’est pas identiquement nulle, alors elle ne
s’annulera pas et sera donc aussi de signe constant (continue), mais cela n’est pas trivial (unicité
de la solution d’un probléme de Cauchy).
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On évitera de rédiger ainsi la résolution de ’équation pour ne pas avoir & justifier
du signe et de la non-annulation de la solution. C’est donc & considérer comme un
moyen mnémotechnique qui marche bien.

D Recherche de solutions particuliéres

Puisque nous avons les solutions de I’équation homogéne sur 2%, il suffit de trouver
une solution particuliére pour avoir ’ensemble des solutions de I’équation différen-
tielle sur 2* et utiliser la structure d’espace affine des solutions.

Voici plusieurs méthodes qui vous sont proposées :

Meéthode (L’intuition)

Si vous montrez que g est une solution en la remplacant dans I’équation, cela suffit.

On n’a pas besoin de justifier la méthode utilisée pour trouver g.

Remarque : La méthode « je regarde sur la copie du voisin » n’est pas considérée
comme valable dans le cadre du programme de BCPST et lors des concours. Néan-
moins, elle est tout a fait acceptable en milieu professionnel, dés lors que le voisin est
consentant.

Exemple
Résoudre sur R, I'équation différentielle : 3 + t*y = 5¢2.
Solution :

1. Résolution de l’équation homogeéne.
t— ? est une primitive de t — t.
3
On en déduit les solutions de I’équation homogéne : t +— Xe T pour A € R.

2. Solution particuliére.
Ici, on voit immédiatement que ¢ — 5 est une solution particuliére constante a
I’équation avec second membre.

3. Solutions générales.

3
Yz{tHAexp(—%)—FS,)\eR}.

— Méthode (Variation de la constante)

(E2) : Vte7™, y'(t)+B1)y(t) =)
Sur un intervalle [ inclus dans Z*.
e On résout I’équation homogéne sur I :
:‘O B(u) du

yoztn—>)\e7‘f =Xe BO),

On fait varier A, en remplagant par une fonction dérivable ().
Yy 1 T A(D) e B®,

e On dérive y, et on remplace dans I’équation (E}). On obtient :

veel, N(t)=~(t)ePW,

e On cherche une primitive quelconque de X' : Ap(t).

e On reconstruit y, en multipliant par e~ B® pour avoir une solution partic-
uliére :
Vie I, y,(t)=\p(t)e BO.

A Ne pas oublier de multiplier A par I’exponentielle pour avoir la solution partic-
uliére.

Exemple
Y ,
Sur [ = ] —5i5 [, on note (E) : y' = —tan(t)y +

Résoudre (E).
Solution :

1
cos(t)’

1. Résolution de l’équation homogeéne.
t — —In(|cos (¢)|) est une primitive de ¢ — tan (¢). On en déduit les solutions de
léquation homogéne (A € R) :
t > AemUeos®D — o5 (£)] = cos (t) car sur I, cos (t) > 0.

2. Solution particuliére.
Si on n’a pas d’intuition, on peut appliquer la méthode de la variation de la con-
stante.
On pose donc g : ¢ +— A(t) cos (t) avec A une fonction dérivable sur I.

vt € I, g'(t) + tan(t)g(t) = —A(¢t) sin(t) + X' (t) cos () + tan (t) A(t) cos ()

= X (t)cos(t).

(On retrouve la forme donnée dans la méthode. Le fait que tous les A(t) « disparais-

sent » nous rassure quant a la validité de notre solution homogeéne.)
1

cos (1)’

g est donc solution particuliére si, et seulement si \'(t) cos (t) =

1

c’est-a-dire X' (t) = o @
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On choisit donc une primitive pour A : A(t) = tan (¢) .
Ainsi, g(t) = tan (¢) cos (t) = sin (t) .

3. Solutions générales.

& ={t— Acos(t) +sin(t), A € R}.

— Méthode (Polynome-exponentielle)

On suppose ’équation a coefficient constant : b € R
On suppose que le second membre s’écrit sous la forme P(t)e?t avec v € R et P un

polynoéme de degré n.
(BE) o +By=P(t)e".

Alors on peut chercher une solution particuliére sous la forme :

e siv#—b g:t— Q) e’ avec Q un polyndéme de degré n,

e siy=-b,g:x—tQ(t)e avec Q un polynome de degré n.

Exemple
Résoudre (E) : y' — 3y = e%2.
Solution :
Remarque : Ici, ’énoncé travaille avec la variable x et non ¢. Il faut donc respecter ce
choix.

1. Résolution de l’équation homogeéne.

on{:E*—)/\eSZ,/\GR}.

2. Solution particuliére.
Ici, le coefficient est constant —3 € R, et le second membre s’écrit sous la forme
« polyndéme-exponentielle » avec un polyndéme constant égal a 1.
On peut donc chercher une solution sous la forme : z — P(z) e®” avec P un polyndéme
de degré 0 que 'on peut donc simplement noter a € R.
On pose donc g : = — ae*®, alors g (x) = 2a e2® et on remplace dans 1’équation
différentielle : g est solution si, et seulement si V& € R, 2ae*® — 3ae?® = 2*.

On obtient alors, @ = —1. Ainsi, g :t — — e>® est solution.

3. Solutions générales.

y:{x,_)/\eM, eQz,)\GR}.
Exemple
Résoudre (E) : y' — 3y = ze?®.
Solution :

1. Résolution de l’équation homogeéne.
o ={z— X’ X e R}.
2. Solution particuliére.

On cherche une solution sous la forme : z — P(x) e*” avec P un polynome de de-
gré 1 que 'on peut donc simplement noter azx + b.

On pose donc g : x ~ (ax + b)e®”, alors ¢'(z) = 2(azx + b)e®*” + ae®® =
(2az + a + 2b) e**.
On remplace dans I’équation différentielle :

g (z) —3g(z) =z’ <= (2az +a+2b) e — 3 (ax +b) > =z

< —axr4+a—b==x

On travaille par identification sur les polynémes et on trouve donc a = —1 et b =
a=—1.
Ainsi, g :t— —(1 + 2)e** est solution.

3. Solutions générales.

S ={z— e’ — (1+1z)e*, A€ R}.

Exemple
Résoudre (E) : y' — 3y = €.
Solution :

1. Résolution de l’équation homogeéne.

o ={z— X’ Ne R}.

2. Solution particuliére.
Comme précédemment, on a un second membre « polynoéme-exponentielle » pour
une équation a coefficient constant.
Si on cherchait une solution sous la forme g : x — ae3®, alors, g est une solution de
I’équation homogéne et ne peut donner notre second membre.
Cette situation apparait quand v = —b (ici on a 3 = —(—3) ). Il faut alors multiplier
P(z) par  comme précisé dans le théoréme.
On cherche donc une solution particuliére sous la forme g : z +— aze®. Alors
g (x) = ae® 4 3azx ®*® et on remplace dans 'équation différentielle : ¢'(z) — 3g(z) =
ae®® + 3axe®® — 3axe®” = ae®”.
g est donc solution si, et seulement si a = 1.
Ainsi, g : x — ze>® est solution particuliére.

3. Solutions générales.

S ={z A’ + 2’ = (z+ ) ¥, AeR}.

— Théoréme 1.9 (Fonction trigonométrique)
Soient b € R, et (B,w) € R?

(E) y' + by = Bcos(wt).
On peut chercher une solution particuliére sous la forme

t — Acos (wt) + psin (wt) .
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Remarque : De méme, pour un second membre en Bsin (wt) on peut cherche une

solution particuliére sous la méme forme.

Si B est un polynéme au lieu d’une constante, alors on cherche une solution en

remplacant A et p par deux polynémes de méme degré que B.

Exemple
Résoudre l'équation (E) y' + 2y = cos(2t).
Solution :

1. Résolution de l’équation homogeéne.
Fo={t— e ¥ XNeR}.

2. Solution particuliére.
On cherche une solution sous la forme g : ¢+ Acos (2t) 4 psin (2t).
Alors ¢'(t) = —2\sin (2t) + 2ucos (2t) .

g'(t) + 2g(t) = cos(2t) <= —2Asin (2t) + 2ucos (2t) + 2 cos (2t) + 2usin (2¢) = cos (2

<= (2u+2X)cos (2t) + (—2X + 2u) sin (2t) = cos (2t) .

En choisissant 2u + 2\ =1 et —2X\ + 21 = 0 on obtient donc bien une solution.

Le systéme linéaire se résout avec A = u = i.

Ainsi, g @t~ 5 (cos(2t) + sin (2t)) est solution particuliére.
3. Solutions générales.

7= {t e 2 4 i (cos (2t) + sin (20)), A € R} .

‘—Méthode (Théoreme de superposition)
U

tiliser le théoréme de superposition.

Exemple
Résoudre (E) : 3y — 3y =2e3 + (4 — x) 2.
Solution :
On déja résolu pour chaque partie du second membre

1. pour €* avec g1 : & — x 3%,
2. pour e2® avec gp : & — — %%,

3. et pour ze®® avec g3 : x > (—1+ z)e**.

Il suffit donc d’utiliser le théoréme de superposition pour avoir une solution particuliére :

2g1 + 4g2 — g3.

g rxe 20 — 4% — (=1 + ) e® =2z — (3+ ) e*® est solution particuliére.

S ={zw 2+ ) e — (3+1)e*, A€ R}.

E x Raccordement des solutions

— Méthode

Soient a,b,c € €°(I,K), on note (E) I'équation différentielle

a(t)y’ +b(t)y = c(t).
Pour résoudre cette équation
1. On cherche les zéros de 'application a (ie les t € T tels que a(t) = 0)

2. Sur tout intervalle J C I ne contenant pas de zéro de a, on résout I’équation

I

3. On cherche a prolonger par continuité les solutions trouvées sur I tout entier,
et on vérifie que les solutions prolongées sont bien solutions de (F) (vérifier la
dérivabilité).

Exemple
Résoudre sur R, I'équation différentielle

(B) : ty —2y=1t>

2 EXPRESSION DES SOLUTIONS

Nous récapitulons & présent comment obtenir I’ensemble des solutions a partir de
la résolution de I’équation homogéne et d’une solution particuliére obtenues par les


https://molin-mathematiques.fr

BCPST

théorémes précédents.

— Théoréme 2.1 (Récapitulatif)
(E,) : Vte 2%, alt)y (t) +b(t)y(t) = c(t).
1. On met sous forme résolue dans Z*.

2. On trouve les solutions homogeénes sur chaque intervalle de Z* et on raccorde
ces solution.

3. On trouve une solution particuliére sur chaque intervalle de 2*, et on raccorde
ces solutions sur 2.

Dans le cas particulier ot ’équation est déja sous forme résolue sur un intervalle.

(Ee) : Vtel, o't)+B(1)y(t) =)

Si g est une solution particuliére,
et si B est une primitive de b sur I,
alors I’ensemble des solutions s’écrit

= {t = Ae B® 4 g(1), A e R} .

Il reste en général & définir la constante A a I'aide de la condition initiale.
C’est ce que l'on formalise avec la condition de Cauchy :

— Définition 2.2 (Condition de Cauchy)

Une condition de Cauchy impose la valeur d’une solution (ou de l'une de ses
dérivées) en un point de 'intervalle I.
Dans le cas d’un domaine non bornée, la condition de Cauchy peut étre une limite.

— Définition 2.3 (Probléeme de Cauchy)

Un probléme de Cauchy du premier ordre est la donnée d’une équation différen-
tielle linéaire du premier ordre sur un intervalle [

(Ee)  y'(t) + BB)y(t) = ~(t).

et d’une condition de Cauchy sur I.

En général, la condition de Cauchy est la donnée d’une condition initiale : y(to) = yo.

— Théoréme 2.4 (Unicité de la solution)

Un probléme de Cauchy admet une unique solution.

Preuve
11 suffit de résoudre I’équation pour trouver A tel que A e~ Z(*0) +9(to) = yo. Cela donne

I’existence et I'unicité avec A = (yo — g (to)) 210, [ ]

Explications (Interprétation géométrique)

Pour I = R, les courbes des solutions de ’équation différentielle (E;) sont appelées
courbes intégrales de (Ey).

Elles forment une partition du plan :

e Par tout point, il passe une courbe intégrale,
e Deux courbes intégrales ne se croisent jamais.

e Aucune courbe n’est vide.

Corollaire 2.5

Lorsque le domaine Z* est composé de plusieurs intervalles, la donnée d’une con-
dition de Cauchy pour chaque intervalle assure 'unicité de la solution (mais pas
forcément leur raccordement).

3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE
A COEFFICIENTS CONSTANTS

A Meéthode

On a exactement le méme théoréme de structure que pour les équations du premier
ordre.

On suivra donc le méme cheminement.

A Pour le second ordre, on se limite aux équations a coeflicients constants (sauf
le second membre).

— Méthode
(a,b) € R* c € €°(I,R),

(E.) y' 4+ ay + by = c(t).
1. On résout ’équation homogeéne, et on note I’ensemble des solutions .#j.

2. On trouve une solution particuliére de I’équation avec second membre : g.
L’ensemble des solutions est alors :

Fo=S"+"g={tw f(t) +9(t), f € S}

3. On trouve les constantes a ’aide de la double condition de Cauchy.
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B Equation homogéne

— Théoréme 3.1

Soient (a,b) € R?,
(Ep) vy +ay’ + by = 0.

On appelle équation caractéristique de (Ey), 'équation (x) 2+ ax+b=0.
On note A son discriminant.
L’ensemble des solutions s’écrit

S = {)\901 + oz, (A, p) € RQ} = Vect p1, @2 }

avec

e Si A > 0,7 et ry les deux racines de (x)
p1:t et
Qo it et
e Si A =0,r est racines double de (x)
pr:t = et
po:t = tet
e Si A <0,r et ry les deux racines complexes conjuguées de (x)
p1:t — e cos(Bt)
po:t —  e*sin(ft)

On peut alors poser A cos(yp) et B _ sin(p) (car la somme des
VAT B VAT B

carrés vaut 1).

On trouve bien I'expression voulue.

En physique ¢ correspond a la phase. |

C Equation avec second membre

— Théoréme 3.3
a,beK? g€ ¢°(I,K),
(Eg) ¢ +ay +by=c(t).
On note .7, les solutions de (E.).
1. Tl existe toujours une solution particuliére g a 'équation différentielle (E.),

2. Si g est une telle solution et @1, o des solutions de ’équation homogeéne telles
que définies dans le précédent théoréme, Alors

ol a=13"2 =Re(ry) et f =72 =Tm(r).

Remarque : (p1, p2) forment une base des solutions de (Ey).

Preuve
1. Chercher des solutions sous la forme ¢ e*
2. Méthode de la variation de la constante en distinguant les cas selon A.
3. Pour A < 0, on résout dans C puis on cherche les solutions réelles parmi elles.
|
La proposition qui suit, permet de présenter les solutions un peu difféeremment. C’est

utile en particulier en physique avec les phénoménes oscillatoires. ¢ représente le
décalage de phase, et 8 la pulsation.

Propriété 3.2

V(A,B) € R?,3(C, ¢) € R?, tels que

vt € R, Acos(t) + Bsin(ft) = C cos(ft — ).

Preuve
1

A
VAT B (\/A2+B2

cos(Bt) +

On écrit 'expression :

B .
Nocewy:= sm(ﬂt)).

S = {/\sol + 2 + 9o s (A p) € RQ}-

Preuve
La premiére partie de la preuve est admise.
La deuxiéme partie de la preuve est semblables aux preuves déja faites. |

D Recherche d’une solution particuliére

Exemple (L’intuition)
Résoudre I’équation différentielle i + w?y = b ot w, b € R2.
Ici, la solution particuliére apparait directement sans travail particulier.

— Méthode (Polynome-exponentielle)
Soient (a,b) € R? et (A4,7) € R?.

(E) y' +ay +by=Ae.
On peut chercher une solution de (E) sous la forme
e Si vy n'est pas racine de (x), g : ¢t~ Aet.

e Si v est racine simple de (x), g : t > Ate7t.

e Si v est racine double de (), g : t +— At2et.

Remarque : Si on remplace A par une fonction polynomiale P, alors on a le méme
type de raisonnement qu’avec l'ordre 1.
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Il existe une fonction polynomiale @ de méme degré que P telle que g soit solution Preuve
particuliére avec Admis (la preuve est hors programme) |

e si v est n’est pas racine, g : t — Q(t) e,
e si v est racine simple, g : t — tQ(t) €%,
e si 7 est racine double, g : t — t2Q(t) 7.

— Méthode
Soient (a,b) € R?, et (B,w) € R?

(E) y" + ay’ + by = Bcos(wt).
On peut chercher une solution particuliére sous la forme

t — Acos (wt) + psin (wt) ou t — Atcos (wt) + ptsin (wt).

Remarque : De méme, pour un second membre en Bsin (wt) on peut cherche une
solution particuliére sous la méme forme.

La deuxiéme forme avec la multiplication par ¢ intervient lorsque cos (wt) et sin (wt)
sont solutions de ’équation homogeéne.

Exemple

Résoudre I'équation (E) y” +y' +y = cos(2t).

Exemple
Résoudre l'équation (E) y” +y = cos(t).

— Théoréme 3.4 (Théoréeme de superposition)

si g1 est solution particuliere de vy’ + ay’ + by = ¢1,
si go est solution particuliere de y"” + ay’ + by = ca,
alors V(\, i) € R%, Agy + ugo est solution de y” + ay’ + by = Aey + pico.

— Définition 3.5 (Probleme de Cauchy)

(a,b) € R, ¢ € €°(1,R),
(B) o' +ay +by=c(t).

Pour (tg,%0,v9) € I x R?, on appelle probléme de Cauchy, la recherche d'une
application f € ., vérifiant les conditions initiales f(tg) = yo et f'(to) = vo.

— Théoréme 3.6 (Unicité de la solution)

Un probléme de Cauchy admet une unique solution.

A Comme I’équation est du second ordre, il faut une DOUBLE condition aux limite :
a la fois sur f et sur f’.

Pour un objet en mouvement, cela correspond & fixer a la fois sa position et sa vitesse
a linstant ¢g. S’il manque une de ces deux informations, il n’y a pas unicité de la
solution.
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4 EXEMPLE D’EQUATION DIFFERENTIELLE AUTONOME

On considére une réaction chimique qui fait intervenir deux réactifs A et B et donnant
des produits F;.

A tout instant, on note [4;] la concentration volumique de A;.

Le tableau d’avancement s’écrit sous la forme

[A] [B] [P]
a 'instant initial ¢ =0 a b 0
a l'instant t > 0 a—a&y,(t) | b—BE(L) || vi&(t)

La vitesse volumique de réaction s’écrit

oy = 960 _ _1diA]_ 1dB] _ 1dP]

dt o dt B dt v; dt

Des études empiriques permettent d’établir des lois de vitesse.
Nous étudions ici différentes situations possibles :

1. On suppose que la réaction est d’ordre 1 par rapport a A,
c’est-a-dire que la vitesse de réaction est proportionnelle & la concentration en A.
Ainsi, la vitesse volumique de la réaction s’écrit

1d[4]

v(t) = o Ta k[A].

Si on pose y(t) = [A]+ la concentration du réactif A a I'instant ¢, alors y vérifie
I’équation différentielle :
1
(E) =~y () = ky(t)
C’est une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre.
La solution est donc sous la forme y(t) = C e=*** pour t > 0.

Or y(0) = [A]p = a, donc, par identification

vt >0, [A]; = y(t) = ae k.
. 1d[B .
On en déduit 3 [dt]t = k[A]; = kae M,
C’est-a-dire AB]
t —akt
T Bkae .

On intégre par rapport au temps, et on trouve

Bl 1Bl =~k [ o ttar

efakt t
t=0

—ak
= Do (emekt 1),

(67

Donc

—pBb
Yt >0, [B]: = éae_o‘kt + M.
« af

. On suppose que la réaction est d’ordre 2 par rapport a A,

c’est-a-dire que la vitesse de réaction est proportionnelle au carré de la concen-
tration en A.

La vitesse volumique de la réaction s’écrit

o(t) = _é% — KA.

Avec les mémes notations que précédemment, la concentration y(t) = [A]; vérifie

(B) = /() = k().

C’est une équation différentielle autonome.

La concentration est non nulle tout au long du processus (sinon, il s’arréte, la
justification mathématique est un peu plus complexe), ainsi, on peut diviser par
y2, et on obtient

Y2 (u) 0)
<= L‘F L _ akt
y(t)  y(0)
<— kt + L
a L
(t) y(0)
= y(t) =
kt%ﬁm
_ Yo
() yoakt + 1
[Alo
N e
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Ou, en écrivant a la physicienne :

1 dy 2

dy
———==k — = —kadt
T y? = )2 a
y(®) g
é/ —g = —akt
Yo Y
1 1
=— ——+ — = —akt
y(t) Yo
= 1 kt + !
— =
y(?) Yo
Yo
=y(t) = —
y( Yookt + 1
[Alo
=>[Al = —7F——.
Al [Alpakt + 1

3. On suppose que la réaction est d’ordre 1 par rapport a A et B,

c’est-a-dire que la vitesse de réaction est proportionnelle au produit des concen-
trations en A et en B.

Ainsi, la vitesse volumique de la réaction s’écrit

o(t) = —é% — K[A|[B].

(a) Si les réactifs sont en quantités stoechiométriques : &= % alors

Bl == 60 =5 (5 - 6(0) =5 (% - 60) =2

Ainsi, on se raméne & une réaction d’ordre 2 par rapport a A :

1 d[A] Bt 1o
t) = —— =Ek—[A];.
U() a dt O[[ ]t
La résolution donne alors :
a
Al = ———.
[l 1+ aBkt

(b) Si les réactifs ne sont pas en quantités stoechiométriques, on se raméne a
une équation en fonction de 'avancement &,.

déu(t) _
1 = Fla—a&(®) (b - B& ().

Tant que la réaction se poursuit, ¢’est qu’aucun réactif n’est en concentration
nulle, ainsi on peut écrire “a la physicienne”
dé, (t)
(a —aty(t)) (b — BE.(1))

= kdt.

Pour traiter le quotient, on écrit le numérateur en faisant intervenir les deux
facteurs du dénominateur suivant les techniques que nous avions déja vues
lors des calculs de sommes et de primitives :

1 1 gla—oax)—5(b—pa)

(a —azx)(b—Bx) . —% (a — az)(b— fx)
ep (11 11
aﬁ—ba(ab—,@xﬁa—ax)'

Car & # % (ce qui justifie a posteriori, le traitement & part du mélange

stoechiométrique).

Remarque : On peut aussi écrire : (a_m)l(b_ Ba) = —— + b—dﬁfp et trouver
les valeurs de ¢ et d en raisonnant par identification.
Ainsi, on peut intégrer le quotient précédent :

aiﬁ _L _ £(t) L B £(t)
aff — bo ( Ba [ (b = Bz)f +O‘B [In (a — ax)]g
__ 1 a—ag,(t) a
~af—ta (m (b—ﬁév(t)> o (b)> ‘
D’aprés la relation différentielle, on a donc

e () = () =»

On passe a ’exponentielle et on trouve &,(t) en fonction de ¢ :

! a — o (t) ay\
e (e ) () =
a—ab(t) _a o(af—ba)kt
b— ﬁfv(t) b

<~ b(a - agv(t)) ebakt — (b _ va(t)) eaBkt
= & (t) (aB e — bare™ ) = ab (e M — cbaht)
eaBkt _ gbakt

baﬁ eaﬁkt — boy ebokt .

= &(t)=a

Que I'on peut aussi écrire :

e(aﬂfba)kt -1

§o(t) = abaﬁ el@aB—ba)kt _ po

On observe ainsi que pour af8 — ba — 1 (mélange stoechiométrique), la
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relation précédente donne a 'ordre 1 :

olaB—ba)kt _ |
af elab—ba)kt _ po
b (af — ba)kt + o(af — ba)
“ afB (1 + (af — ba)kt) — ba + o(af — ba)
B (af — ba)kt + o(af — ba)
- aB —ba+ (aff — ba)afkt 4+ o(af — ba)
B kt +o(1)
~ Tkt +o(1)

o~ ap Rt

aB—ba—0 14 aBkt’

& (t) = ab

Ainsi, a la limite, on trouve

k
[Al: =a—a&,(t) =a (1 - abl—l—(fﬁlﬁ)

kt
— (-1 m)

e
1+ aBkt’

C’est I’expression que nous avions pour les quantités stoechiométriques (ce
qui est plutot rassurant !)

« Si vous avez compris tout ce que je viens de vous dire, c’est que j’ai dd faire une
erreur quelque part. »
Alan Greenspan
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