BCPST

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Les équations différentielles sont trés présentes dans tous les domaines scientifiques dés
qu’il s’agit de dynamique. Ainsi, ces équations interviennent dans les mouvements en
mécanique newtonienne, dans la cinétique chimique, les évolutions bactériologiques...
Il n’est pas toujours possible de trouver une solution exacte aux équations différen-
tielles et les études qualitatives ainsi que les méthodes numériques jouent un réle
important.

Dans ce chapitre, nous nous contenterons d’étudier les équations les plus simples :
les équations différentielles linéaires & coefficients constants.

Nous verrons en informatique des méthodes pour résoudre des équations différentielles
de fagon approchée.

1 PREMIER ORDRE

A Résolution des équations du premier ordre

— Définition 1.1

Soit (a,b) € R?, on note (E,) 'équation différentielle
(By) Y +ay=0.

Lorsque b = 0, on parle d’équation différentielle homogéne.
L’équation différentielle homogeéne associée a (Ej) est

(Eop) y' +ay = 0.
f est solution de (Ej) sur Uintervalle I si f définie et dérivable sur I, et si

Veel, f'(z)+af(z)=0.

On note Sy, ensemble des solutions de (Ey) et Sy ’ensemble des solutions de (Ep).

Remarque : Toutes les équations de ce cours auront des solutions sur I = R.
Lorsque les coefficients ne sont pas constants, on peut étre amené a travailler sur des
intervalles plus petits.

Théoréme 1.2 (Solutions de I’équation homogéne)

So = {x = Ae Y, X e R}.

A Les équations ¢y’ + ay = 0 et 3y’ = ay sont différentes ! Dans le deuxiéme cas, il
faut enlever le moins dans I’exponentielle.

Pour étre str de ne pas se tromper, vérifier & chaque fois en replacant la solution dans
I’équation. C’est trés rapide et évite d’avoir tout le reste faux.

Preuve
Par double inclusion :

e Pour tout A € R, on pose f : z +— Ae %%, ainsi Vo € R, f'(z) = —ade™*" = —af(x),
donc f € So. Donc {x —Ae Y A€ R} C So.
e (méthode de la variation de la constante)

Soit f € So, montrons que f est sous la forme x — Ae™
Or l'exponentielle ne s’annule pas, donc pour tout z € R, on peut poser A(z) =

ax

f(z)

e—ax *

c’est-a-dire que pour tout z € R, f(z) = A(z)e™*".

x — A(x) est dérivable comme quotient de fonctions dérivables (le dénominateur ne
s’annule pas). Donc Vx € R, f'(z) = VN (z)e * —aX(z)e ** = N (z)e * — af(x).
Or f € So, donc Vz € R, f'(z) + af(z) = 0, c’est-a-dire que X' (z) e ** = 0.

Comme ’exponentielle ne s’annule pas sur R, alors Vo € R, X (z) =0,

et R est un intervalle, donc A est constante.

Donc 3N € R, Vz € R, f(z) = Ae™*%, donc Sy C {a: —Ae % A€ R}.

Ainsi par double inclusion Sy = {x = Ae Y e R} . |



BCPST

https://molin-mathematiques.fr

Exemple
y +2y=0.
Solution :

— Théoréme 1.3 (Ezistence d’une solution particuliére)

(Ep) admet toujours (au moins) une solution sur R.

. b . -
e Sia#0, gp 1 T — est solution particuliére.
a
e Sia=0, gy x> br est solution particuliére.
Preuve

11 suffit de vérifier.

Preuve
Si f1 € Sp, et fo € Sh,, alors V(\, 1) € R%, (A f1 + pf2) = Af1 + pfs
=A(f1 +b1) +p(afe +b2)
=a(Af1+ pf2) + b1 + pba.
Donc Afi + pfz € Sxpy+ubs- u

— Définition 1.6 (Probleme de Cauchy)

Soit une équation différentielle linéaire du premier ordre
(Bo) Y +ay=0.

Pour (zo,%) € R x R,
On appelle probléme de Cauchy, la recherche d’une application ¢ € .S, vérifiant
la condition initiale p(z¢) = yo.

— Théoréme 1.4 (Structure des solutions)

Soit g, € Sp une solution particuliére de Ej.
fESb — f—ngS().

On peut écrire (comme pour les suites récurrentes) :

Sp =350+ gp-

Preuve
Par linéarité : f €S, < f =af+b

= f-g=af+b-g

< (f—g») =af+b—(agy +b) (g solution particuliére)
= (f-g) =alf - )

<~ f—g» € 50.

On peut généraliser le théoréme précédent :

— Théoréme 1.5 (Théoréeme de superposition)

Si f1 est solution particuliere de y' = ay + b1'sify est solution particuliére de
y' = ay + baLalorsV(\, ) € R?, M1 + ufo est solution de 3 = ay + Aby + ubs.

En particulier : si fi, fo € Sy sont solutions de ’équation homogéne et A € R,
alors

fi+Af2 € So.

— Théoréme 1.7 (Unicité de la solution)

Un probléme de Cauchy admet une unique solution.

Preuve

Soit g, une solution particuliére (dont on a prouvé l'existence au théoréme 1.3).

Les solutions de ’équation différentielle sont de la forme f: z +— Ae™*® + gp(x)

o est solution du probléme de Cauchy
si et seulement si, p € Sy et p(z0) = Yo
si et seulement si, I\ € R tel que ¢ : z+— Ae™ % + gy(z) et (z0) = yo
si et seulement si, X € R tel que ¢ : & +— Ae™* 4 gy(x) et Ae™ ™0 + gy(z0) = yo
si et seulement si, p : © — Ae™ " + gp(x) avec A = (yo — go(20) €**° € R.

On a donc prouvé lexistence et 'unicité. |

Explications (Interprétation poétique)

Vous pouvez imaginer un miroir d’eau infini (imaginez, mais en gardant les yeux
ouverts, sinon, vous ne pourrez pas lire la suite de l'explication).

Une brise légére souffle & la surface du miroir et la meut en une onde délicate.

Et sous les yeux de votre imagination, apparait enfin la poésie de cette vision
enchanteresse : en chaque position du miroir, le fil du courant n’est autre que la
dérivée (la variation de la position).

Ainsi, vous pouvez surprendre Cauchy en train de déposer une goutte d’encre en
un point du miroir et la suivre le long du courant. Il n’y a qu’'une seule solution
possible, qu'un seul chemin pour la goutte : celle qui s’offre & vos yeux. Si le vent
n’a pas changé et que vous déposez une autre goutte au méme endroit, elle suivra
exactement le méme chemin.

Et si je place des taches de couleurs variées en différents points du miroir, aucune
des lignes imprimées a la surface du miroir n’en croisera une autre, sauf a se trouver
exactement sur le méme chemin, auquel cas elles se confondent.

Ces lignes formées par les gouttes d’encre s’appellent les courbes intégrales.
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D’un point de vue plus formel :

Pour R — R, les courbes des solutions de I’équation différentielle (E}) sont les courbes
intégrales de (Ep).

Elles forment une partition du plan :

e Par tout point, il passe une courbe intégrale,
e Deux courbes intégrales ne se croisent jamais.

Dans le cas des équations différentielles & coefficients constants, ces courbes seront
simplement les courbes exponentielles auxquelles on rajoute g.

B Complément : la linéarité

Pour ceux qui veulent comprendre un peu plus en profondeur.

Vous avez dii observer que la résolution des équations différentielles linéaires ressemble a
celle des suites récurrentes. Le paralléle sera flagrant a 1'ordre 2.

Ceci vient du concept commun de linéarité.

La linéarité est centrale dans le programme de classes préparatoires. Elle permet de faire un
lien entre de nombreuses notions que l’on pourrait croire trés distinctes : suites récurrentes,
équations différentielles, matrices...

Tout votre collége était déja orienté par cette idée sous-jacente que I'on nommait la propor-
tionnalité. C’est pareil : la linéarité est la traduction sous forme d’application d’un lien de
proportionnalité.

2 SECOND ORDRE

A  Equation homogéne

— Définition 2.1
Soient (a,b,c,d) € R*, avec a # 0

(Eq) ay” + by’ +cy =d.

(E4) est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants.

(Eo)  ay’"+by +cy=0.

(Ep) est ’équation homogéne associée a (Ey).
Sq désigne les solutions de (Eg) et Sy désigne les solutions de (Ejp).

On appelle équation caractéristique de (Ep), 'équation az? + bz + ¢ = 0.

Définition 1.8

Soit T' un opérateur sur un ensemble A. On dit que T est R-linéaire, si et seulement si

Y(z,y) € A%, Y(\pu) € R?, Tz + py) = XT'(z) + pT'(y).

Remarque : Opérateur est un synonyme d’application. On privilégie parfois ce terme lorsque
l’on travaille sur des ensembles de fonctions ou d’autres ensembles « trés gros ».

Exemple

e La somme est linéaire : Y (Aax +pbe) =X Y ar +py p; bi.
k=1 k=1

La dérivation est linéaire : (Af + png)’ = Af' + g’ .
L’intégration est linéaire : [(Af +pug) =A[f+pfg.

La limite des suites convergentes : lim (Aup + povn) =X lim u,+p lm v, .
n—-+oo n—-+oo n—-+oo

En reprenant les notations précédentes, On peut écrire ’équation différentielle (Ep) sous la
forme T'(y) = 0 en définissant T par T : y — 3 + ay

On vérifie immédiatement que T est linéaire sur I’ensemble des fonctions dérivables.

Le théoréme de superposition est alors la simple réécriture de la linéarité de T

— Théoréme 2.2 (Solutions de I’équation homogeéne)

So = {)\gal + ppa; (A, 1) € RQ}.

Avec les notations précédentes, si A est le discriminant de I’équation caractéristique,
alors

e Si A >0 et ry, ro sont les deux racines de 1’équation caractéristique

p1 2 T e

pg 1 T e
e Si A =0 et r est la racine double de I’équation caractéristique

pr:x— e

po x> axe™.

e Si A <0, - = o=+ if sont les racines complexes conjuguées de I’équation
caractéristique

w1 = e cos(Bx),
w2 o+ e sin(fx).

Remarque : on dit que (1, p2) forme une base de Sy.
On peut écrire Sy = Vect (1, ¢2).
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Preuve
Schéma de la preuve :

1. Chercher des solutions sous la forme xz — €7%.
2. Méthode de la variation de la constante en distinguant les cas selon A > 0.

3. Cas particulier pour A < 0, on résout dans C comme dans le point précédent, puis
on cherche les solutions réelles parmi les solutions complexes.

La preuve compléte est rédigée en fin de chapitre a la section E. |

Pour A < 0, on peut représenter les solutions avec la phase, c’est souvent utile en
physique avec les phénoménes oscillatoires. ¢ représente le décalage de phase, et w la
pulsation.

— Théoréme 2.5 (Solution particuliére)

(a,b,c,d) € R*, avec a # 0
(Ey) ay” + by’ +cy = d.
Il existe une solution particuliére de I’équation différentielle (Ey) sous la forme
e Si ¢ # 0, alors la fonction constante x — g est solution particuliére.
e Sic=0et b#0, alors la fonction linéaire = +— %.’L’ est solution particuliére.

e Sib=c=0, alors z — %x2 est solution particuliére.

Propriété 2.3 (Rappel)
(A, B) € R?,

3(C,¢) € R?, tel que Vo € R, Acos (wz) + Bsin (wz) = C cos(wz — ¢).

Preuve
Voir le chapitre de trigonométrie. |

B Equations avec second membre

— Théoréme 2.4 (Structure des solutions de ’équation avec second membre)

— Théoréme 2.6 (Théoréeme de superposition)

Si f; est solution particuliere de ay” + by’ + cy = dy,
et si fy est solution particuliére de ay” + by’ + cy = da,
alors V(\, i) € R%, Afi + puf2 est solution de ay” + by’ + cy = Ady + pdo.

Avec les notations précédentes :
1. il existe toujours une solution particuliére pg a ’équation différentielle (Ey),

2. si gq est une telle solution et si 1, @2 sont des solutions de I’équation homogéne
telles que définies dans le précédent théoréme,
alors
Sq = {)\@1 + pp2 + ga; (A, p) € RQ}-

On peut aussi écrire (en comprenant le sens du signe +)

Sa =50+’ ga.

— Définition 2.7 (Probléeme de Cauchy)
(a,b,c,d) € R*, avec a # 0
(Ey) ay” + by + cy = d.

Pour (z0,%0,v0) € R3, on appelle probléme de Cauchy, la recherche d'une
application ¢ € Sy vérifiant les conditions initiales

w(zo) = yo et ¢’ (xo) = vo.

— Théoréme 2.8 (Unicité de la solution)

Un probléme de Cauchy admet une unique solution.

Preuve
La premiére partie de la preuve est admise.
La deuxiéme partie de la preuve utilise simplement la linéarité. Sans difficultés. |

A Comme 'équation est du second ordre, il faut une DOUBLE condition aux limites :
a la fois sur ¢ et sur ¢’. Pour un objet en mouvement, cela correspond a fixer a la
fois sa position et sa vitesse a I'instant ¢y. S’il manque une de ces deux informations,
on n’a pas 'unicité de la solution en général.

Explications (Interprétation avec les courbes intégrales)

Si on représente les courbes intégrales des solutions, alors 'unicité des solutions du
probléme de Cauchy se traduit géométriquement par le fait qu’en un point donné et
pour une pente fixée, il existe une unique courbe qui passe par ce point avec cette
pente. Les courbes intégrales peuvent donc se croiser, mais elle ne peuvent pas étre
tangentes l'une a ’autre sinon elles auraient méme condition de Cauchy (méme point
et méme dérivée).
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C Exemple complet : 1’oscillateur harmonique

Modélisation :

Soit une masse ponctuelle m qui oscille librement au

bout d’un ressort de raideur k et de longueur a vide £. /
On suppose que le ressort est vertical, et que la masse
pendue au ressort se déplace uniquement suivant un axe Lo
vertical. (1) k
On note z(t) I'élongation du ressort a I'instant ¢.

x(t) est donc la distance entre le point d’ancrage du

ressort et la masse m. m
Les forces qui s’exercent sur la masse m sont donc :

ressort a vide

e la gravité g,
e la force de rappel du ressort —k(z — £p).

Dans un premier temps, les amortissements sont négligés.

Le mouvement étant vertical, on se contente d’étudier la variable d’élongation .
L’accélération s’exprime alors comme la dérivée seconde de la position : z”(¢).

La seconde loi de Newton donne donc 1’équation

mz"” =mg — k(z — lo).
Si on pose wg = ,/%, alors ’équation du mouvement peut s’écrire :

" 4+ Wiz = g+ wily.

C’est une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre avec second membre.

Changement de variable : On remarque que zy : t +—= wig + £y est une solution
particuliére constante. Mécaniquement, cette solution x( est la position d’équilibre
du mobile : la gravité équilibre exactement la force de rappel du ressort : I’élongation
est constante car le mobile ne bouge pas.

Si on pose z : t — z(t) — xo, alors, on se raméne & une équation différentielle
homogéne. En mécanique, ce changement de variable est naturel, il correspond a
choisir comme origine du repére le point ’équilibre x.

La nouvelle équation du mouvement est donc

2 +wiz=0.
Reésolution : L’équation caractéristique est #2 + w2 = 0 dont les solutions sont
T = iwo et o9 = 7’L'WO.
JAeR, ¢p€]—m,7], VteR, =z(t)= Acos(wot—¢).

wo représente ainsi la pulsation d’oscillation (période T = i—:)
L’amplitude A et la phase ¢ dépendent des conditions initiales.

Analyse énergétique : Si on multiplie ’équation initiale par 2'(t), on trouve
mz' ()2 (t) + k2'(t)z(t) = 0.

On reconnait la dérivée de $m (2’ )+ 3kz% qui est donc constante (dérivée nulle).

2’ = v désigne la vitesse instantanée du mobile & I'instant ¢, on peut alors poser

E. = Zmu? et
2
La somme de E. (énergie cinétique) et de E, (énergie potentielle) est donc constante.
Cette somme s’appelle ’énergie mécanique et elle peut étre facilement évaluée lorsque
z est extrémal (v =0). A étant "amplitude on trouve donc

1
Ep = 5]{52’2

1 1
E.+E,=E= §kA2 = imng2.

Ajout d’un amortissement : on peut rajouter un amortissement proportionnel a
la vitesse. L’équation différentielle s’écrit alors

2" 4 20wp2’ +wiz = 0.
20wy = 0 représente 'amortissement (homogéne a une pulsation). o s’appelle le
coefficient d’amortissement.
L’équation caractéristique est 2% + 20wor + wg = 0.
Son discriminant est A = 4(0%w2 — w?) = (2wp)* (c2—1).

e Sio>1,
alors A > 0 et le régime n’est pas oscil-
lant (I'amortissement est trop fort).
Les solutions de 'équation caractéris-

tique sont x4+ = —wy (O’ +Vo? — 1) )

Z(t) = (A ewomt + Be*womt> e—owot_ T T T rsse

La solution tend vers 0 de fagon exponentielle.

Régime apériodique

e Sio=1,
alors A = 0 et le régime est n’est plus
périodique.
C’est un cas critique.
La double solution de I’équation carac-
téristique est * = —wy .

2(t) = (A + Bt)e “ot. ey

Régime critique
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e Sio <1,
alors A < 0 et le régime est périodique A
amorti. |
Ainsi les solutions de I’équation
caractéristique sont T4 =

—wo (0 iVl —0?) .
On pose 2 = wpV1— 02 la pseudo-
pulsation.

2(t) = Ae 7" cos (Ut — ¢).

Régime amorti

L’amortissement se traduit par « ’enveloppe » exponentielle décroissante et par
une altération de la période d’oscillation.

On retrouve ’équation non amortie pour o = 0.

Si on note T' = 2% la pseudo-période, alors z(t + T) = z(t) e 70T .
Cela invite a introduire le décrément logarithmique § = —In t(;?;)T) = owoT .

Le décrément logarithmique peut étre obtenu expérimentalement en observant la
variation d’amplitude sur une période (n’importe laquelle).

Voir le cours de physique pour des interprétations dignes de ce nom.

Régime sinusoidal forcé : On peut imaginer que 'extrémité haute du ressort est
fixé & un petit moteur qui exerce sur elle une force ou un mouvement oscillatoire
sinusoidal de période w.

On peut alors écrire Péquation sous la forme 2" + 20wg2’ + wdz = K sin(wt + ¢).
On distingue alors deux régimes

e Le régime libre (ou transitoire) :
mogene,

il correspond a la solution de 1’équation ho-

e Le régime sinusoidal forcé : il correspond a la solution particuliére.

Comme la solution de 1’équation homogéne tend exponentiellement vers 0 (o > 0),
alors pour un temps suffissamment grand (aprés quelques périodes), la solution sera
« trés proche » de la solution particuliére !. C’est la raison pour laquelle, en physique,
on se contente souvent de ne calculer que la solution particuliére correspondant au
régime sinusoidal forcé.

La recherche de cette solution particuliére se fait aisément avec les nombres complexes.

1. Nous pourrons donner plus tard dans ’année, une définition plus rigoureuse de « trés proche »
avec I’analyse asymptotique.

D Les équations fonctionnelles

Un exercice trés classique consiste & résoudre une équation fonctionnelle en se ra-
menant & une équation différentielle.

Pour cela, la méthode habituelle est de dériver l’équation fonctionnelle une ou
plusieurs fois. La preuve se fait alors par analyse-synthése.

Remarques sur les hypothéses :

e [l faut souvent commencer ’exercice en justifiant que la fonction peut étre dérivée
le nombre de fois voulu. Ces hypothéses de dérivabilité s’obtiennent généralement
a partir de la relation fonctionnelle elle-méme.

e Meéme, lorsque la fonction n’est pas supposée dérivable (ou pas suffisamment),
cette méthode peut-étre un bon point de départ pour trouver un certain nombre
de solutions et affiner son intuition en vue du cas général.

Exemple
Trouver toutes les fonctions dérivables sur R telles que

Vz € R, f’(:v):f(g—x).
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Solution :

E Preuve des solutions de I’équation homogéne pour ’ordre 2

1. Chercher des solutions sous la forme x — €7*
On pose donc ¢ : z +— €’% alors Vz € R,

Donc

ap” +bp +cp=0 < Ve eR, ay’ e +bye’® +¢c’ =0
— VzER, (¥’ +by+c)e’ =0
<= a'yQ +by+c=0 (car 'exponentielle ne s’annule jamais)

<= ~ est solution de ’équation caractéristique.

2. Méthode de la variation de la constante en distinguant les cas selon A.

Soit f € So.

On pose r une solution de I’équation caractéristique (quelle que soit la valeur de A > 0).

Alors pour tout z € R, il existe A(z) € R tel que f(z) = A(x)e"® (car Pexponentielle ne
s’annule jamais).

A ainsi définie est une fonction deux fois dérivable (comme quotient de fonctions deux
fois dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas) et pour tout z € R,

f(x) = A(z)e™,
F(@) = X (@)™ +rA@) e,
(@) = N'(z)e™ 4+ 2rX (z) €™ + r’A(x) e"™.

Donc

feSy = af'+bf' +cf=0

< Vo € R, (a)'(2) + 2ar)\ (z) + ar’A(z) + bX (z) + brA(z) + cA(z)) ™ =0
— a)' + (2ar + )N + (ar® + br + c)A =0 (car Pexponentielle ne s’annule jamais)
— a\' 4 (2ar + D)X + (ar® + br + )X =0
=0
<= a)X’ + (2ar +b)N =0
<= ) est solution de I’équation différentielle ay’ + (2ar + b)y = 0
<= JucRtelqueVz € R, N(x) = pe” gt (car a # 0).
e SiA=0,alorsr = —%, donc 2ar + b = 0. Ainsi, Vz € R, X' (z) = p, donc X est

de la forme z — p1x + p2 avec (u1, u2) € R%
f s’écrit alors f(x) = A(z)e™ = pize™ + p2e”, ce qui est bien la forme du
théoréme.

2ar+b

e Si A > 0, alors 2ar + b # 0 et A s’écrit sous la forme p1e™" a “ + pz (on a
renommeé fi; =

SarTh)-

Ainsi, Ve € R, f(z) = AMz)e™ = w1 e~ (rta)e 4 uz e,

Or si r est une des solutions de ’équation différentielle, alors —(r + %) est 'autre.
Les solutions sont donc bien sous la forme énoncée dans le théoréme.

3. Le point précédent pour A > 0 reste valable si on se place dans C au lieu de R. Il faut

ensuite sélectionner les solutions réelles parmi toutes celles trouvées.

Les solutions (complexes) sont donc de la forme x — Ae™* + pe™? pour (A, u) € C
ol 1 et ro désignent les solutions complexes de I’équation caractéristique.

Comme I’équation caractéristique est & coefficients réels, les deux racines sont con-
juguées.

On note donc r =r1 et 7 = 7s.

Si f est solution réelle de I’équation, elle est a fortiori solution complexe. Donc toute
solution de mon équation s’écrit nécessairement sous la forme

f:ze e +pe™ avec(\ p) € C2.

Voyons a présent a quelle condition sur A et u la solution f convient (c’est-a-dire est
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réelle).

fesS <=vzeR f(z)=f(x)
Ve eR de® +pe® =\e™ + pe’”
= VreR Xe™ +7e™ =Ne™ + pe’”
—=VvVzeR (A—p)e"=A-me"
=VeeR (A—p) e " =1-L
Le membre de droite est constant, donc celui de gauche doit 1’étre aussi.
Or 7 —r # 0 (sinon Jm (r) = 0 ce qui est absurde car A < 0).

On peut donc écrire B
fes = A=p

(je n’ai justifié que 'implication, mais la réciproque est évidente car alors A = [)
La fonction f s’écrit donc

flz)=Xe™ +Xxe™
=Ae"" 4+ Xer®
=2%Re (Ne™).

Sir=a+1i8 et A =u+iv, alors
(u+ iv) e T = (4 4+ iv) ™ (cos(Ba) + isin(Bz)) .
Donc en prenant la partie réelle :
f(z) = 2ue™ cos(Bx) — 20 sin(Bz) avec (u,v) € R

Lorsque (u,v) décrivent R?; (2u, —2v) décrivent également R?.

En posant de nouvelles constantes A=2uet = —2v, je peux écrire

S = {;r — X e cos(Bx) + fie“ sin(Bx), (N, [i) € RQ} )
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