FONCTIONS DE DEUX
VARIABLES

Jusqu’a présent, nous n’avons traité que les fonctions & une seule variable — exception
faite des cas linéaires ou multilinéaires — mais cela reste souvent insuffisant.

Ce chapitre est une courte introduction aux fonctions de plusieurs variables (on com-
mence avec deux variables réelles). Il ne faut pas s’attendre a une étude sérieuse et
approfondie des fonctions de plusieurs variables, mais plutdt & une sensibilisation en
vue de développements plus poussés en deuxiéme année.

On y trouvera en particulier deux idées assez simples pour revenir aux situations
connues :

e se ramener & une fonction d’une seule variable, en considérant les autres comme
des paramétres ; c’est 'approche avec les fonctions partielles,

e se ramener au cas linéaire en réalisant un développement limité au premier ordre :
on identifie la fonction & son plan tangent (sous réserve d’avoir une régularité
suffisante).

1 REPRESENTATION DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES
A Définition

Exemple

1. On peut écrire la fonction « aire du rectangle » comme une fonction qui dépend
du grand et du petit coté :

A:(z,y) — zy.

2. La norme euclidienne dans le plan est une fonction de deux variables :

[z, 9)l, = Va2 +y2.

~ Définition 1.1 (Fonction réelle de deux variables réelles)

Une fonction réelle de deux variables réelles est une application définie sur une
partie 2 de R? et a valeurs dans R.

Autre définition équivalente :

Pour 2 C R?, on dit que f est une fonction de 2 variables réelles, si & tout couple
(z,y) € 2, elle associe un unique réel z = f(x,y).

z est appelé 'image de (x,y) par f.

B Représentation graphique

Les fonctions a une variable sont représentées par une courbe dans le plan : 'axe des
abscisses pour la variable x et ’axe des ordonnées pour l'image f(z).

Dans le cas d’une fonction réelle & deux variables, il faudra 2 axes pour les variables
et un axe pour les images. La fonction est donc représentée par une surface dans un
espace de dimension 3.

Fonctio

Fonction f(x,y) = sin(z + y).

n A(z,y) = xy.
Surfaces de fonctions de deux variables.

De méme qu’une fonction d’une variable peut-étre interprétée comme la déformation
de ’axe des abscisses en la courbe représentative, ainsi, une fonction de deux variables
peut étre vue comme la déformation du plan (O, x,y) en la surface représentative.
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C Applications partielles

Ici, tombent tous vos espoirs de faire des choses compliquées... on se dit qu’une
fonction de deux variables c’est finalement trop pénible et on essaie de se ramener &
une seule variable en transformant ’autre en un parameétre : c’est ce que ’on appelle
une application partielle.

~ Définition 1.2 (Applications partielles)

Soit f une fonction réelle de deux variables définie sur 2 C R? par
[ (y) = flay).

Les applications partielles de f en (zg,yo) sont définies par

fCow) x> fle,m) et f(xo, )+ yr flwo,y).

Remarque : Le domaine de définition de chacune des fonctions partielles dépend bien
évidemment de 2 mais aussi du point choisi en paramétre.

Exemple

La courbe de I'application partielle f(-,yo) est donnée par l'intersection de la surface
de la fonction avec le plan y = yqg.

Par exemple, avec la fonction d’aire du rectangle A : (z,y) — xy.

Si on fixe y = yp et qu’on garde x comme variable, cela revient & étudier la fonction
Ay, x — zyo : c’est simplement une fonction linéaire.

Sur la figure ci-dessous, l'intersection de la surface avec le plan y = gy fait bien
apparaitre une droite.

Fonction A(z,y) = xy intersectée avec le plan y = 2.

Fonction f(x,y) = sin(x + y) intersectée avec le plan y = 2.

Etudier une application partielle revient donc & suivre la surface a partir de (g, yo) en
suivant un chemin paralléle a 1’axe des abscisses ou a l’axe des ordonnées.

A Les applications partielles ne donnent que des informations partielles et elles ne
disent rien de ce qui se passe en dehors des deux axes ce qui peut étre trompeur.

Exemple
Si on considére la fonction « aire du rectangle » : A : (z,y) — 2y et qu'on
souhaite son comportement a proximité de l’origine (0,0).

Les deux applications partielle en ce point sont trés simples :
Ayg :x— A(z,0) =0 et A,—o : y+— A(0,y) =0.

Ces deux applications sont identiquement nulles sur R, pourtant, si on s’éloigne
du point (0,0) sans suivre une de ces applications partielles, alors Papplication
est non nulle méme en des points infiniment proches de (0, 0) :

A(z,x) = 22 # 0 dés que z # 0.

2 CONTINUITE
A Ouverts de R2.

Pour évoquer la notion de continuité, il convient déja d’étendre la notion d’intervalle
ouvert a R2.

En effet, si on revient au modéle des fonctions d’une seule variable, et qu’on con-
sidére la continuité en un point a € R, alors on a besoin de calculer une limite
pour x — a. Cela suppose que la fonction soit définie sur un voisinage de a : l'intérét
d’un ouvert est de ne pas avoir de « bord ». En tout point de I’ouvert, on doit disposer
d’un peu de place (une boule ouverte) pour se mouvoir autour.

Ces notions d’ouverts et de fermés seront généralisées par la topologie de deuxiéme
année.
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— Définition 2.1 (Boule ouverte/fermée)

Soient r > 0 et A = (24, ya) € R%
On appelle boule ouverte de centre A et de rayon r ’ensemble

B(A,r)={M e R? |AM| <r}.
On appelle boule fermée de centre A et de rayon r 'ensemble

B(A,r)={M eR? |[AM| < r}.

Remarque : Pour le cours de premiére année, on se restreint a la norme euclidienne

canonique :
Iz, y)| = Va? + 3>

Cependant, les notions vues ici, sont applicables aux autres normes comme cela sera
étudié en deuxiéme année.

Ici, important est le signe d’inégalité stricte pour
un ouvert et large pour un fermé.

Remarque : On constate que ce sont exactement les
mémes définitions que celles des intervalles ouverts
ou fermés (segments) en remplacant la valeur absolue
par la norme.

~ Définition 2.2 (Ouvert)

Soit 2 une partie de R2.
9 est un ouvert de R?

e si, et seulement si & s’écrit comme union de boules ouvertes.

e si, et seulement si pour tout (z, y) € Z,
il existe une boule ouverte de centre (z, y) incluse dans 2.

Remarque : L’ensemble vide est ouvert (on peut le voir comme une union vide).

Comme sur R, on voit que l'intérét d’un ouvert est de pouvoir « se ménager de la
place » autour de chacun de ses points.
C’est ce que dit la deuxiéme caractérisation. Bien entendu, cette notion sera essen-
tielle pour définir la continuité comme elle 'avait été avec les fonctions d’une seule
variable (revoir le cours correspondant).

Preuve
Montrons que les deux définitions sont équivalentes.
(=) Si Z s’écrit comme union de boules ouvertes, alors tout A = (a,b) € Z est a
Pintérieur d’une boule ouverte.
On note Q = (xo, yo) son centre, et r > 0 son rayon. On a donc |QA[, = a < 7.
Si on considére la boule de centre A et de rayon r’ =r — a > 0, alors pour M = (z, y)

dans cette boule, on obtient par inégalité triangulaire
QM| < |QA] + |AM| < a+ 1 =1

Donc M € 2 ce qui prouve bien que B(4, ') C 2.
(«=) Pour chaque (a, b) € 2, on note B, une boule ouverte de centre (a, b) incluse
dans 2. 1l est alors évident que ¥ = U(a beD Ba,b. [ |

’r Propriété 2.3

Une boule ouverte est ouverte.

Preuve
C’est 'union d’une seule boule ouverte (une union avec un seul ensemble). |

Exemple

Montrer que R? est un ouvert.
Solution :

R2 = U(z,y)eR? B((Qf, y)7 1)

Exemple
Montrer que si I et J sont deux intervalles non vides de R, I x J est un ouvert
si, et seulement si I et J sont eux méme ouverts.
Dans ce cas, on dit que I x J est un pavé ouvert.
Solution :
On conseille de faire des dessins...
(<) Si I et J sont deux intervalles ouverts, alors pour tout (a, b) € I x J, il existe
a, BERY telsque Ja—a, a+a[CIet]b—p3, b4+ B[CJ
En notant r = min (e, ) > 0, on a donc pour (z, y) € B((a, b), 1),

|1:—a\<\/(x—a)2+(y—a)2<r<a,

et de méme |y —b| < 8, ce quidonne z € [ et y € J.

Donc B ((a, b), 7) C I x J ce qui prouve que I x J est ouvert de R?.

(=) Si I x J est un ouvert, alors pour a € I, on pose b quelconque dans J de sorte
que (a, b) € I x J.

I x J étant ouvert, il existe une boule ouverte de centre (a, b) et de rayon r > 0 incluse
dans I x J.

Pour z €la—r, a+7], |(x —a, b—b)| = |z — a|] < r, donc (z, b) € B((a, b), r) C IxJ,
donc z € I. Ce que prouve que x ne peut étre une borne de I qui est donc ouvert.

On fait de méme pour J.

Exemple
Montrer que {(x, y) € R?, xy > O} est un ouvert.
Solution :
{(z,y) e R? 2y >0} = (RL)’ U (R")2
Or (R})? et (R*)? sont des ouverts car ils sont produits cartésiens de deux intervalles
ouverts (exemple précédent), et 'union de deux ouverts est un ouvert (il suffit d’écrire
chacun comme union de boules ouvertes, et 'union d’une union est encore une union).
Autre méthode plus terre-a-terre :



https://molin-mathematiques.fr

A Ce n’est pas parce que les applications partielles sont continues que I'application

Etudier la continuité des applications partielles de f en (0,0), puis la continuité

4
Soit (z, y) € R? tel que zy > 0.
On pose r = min (|z|, |y|) > 0 alors pour tout (a, b) € B ((z, y), r), est continue.
la —z| < |(a, b) — (z, y)| <7 < |z Exemple
. ) o — 0
donc a du méme signe (strict) que z et de méme pour b avec y, donc ab > 0 donc la Soit f: (w, y) = y 'Y # 0 et f(z, 0) =0 sinon.
boule ouverte B((z, y), r) est incluse dans I’ensemble qui est donc un ouvert.
de f en (0, 0).
Exemple Solution :

Soit 2 un ouvert de R? et f une fonction définie sur 2.

Montrer que pour tout (z, y) € 2, il existe, pour chacune des deux applications
partielles, un intervalle ouvert sur lequel elle est définie.

Bien str, 9 n’est pas nécessairement un pavé.

B Fonction continue

Précédemment, on avait interprété une fonction réelle d’une variable comme la dé-
formation de l'axe des abscisses en la courbe de la fonction. La fonction est con-
tinue lorsque cette déformation se fait sans déchirure. La fonction est de classe
¢! lorsqu’elle n’est pas pliée.

De méme pour les fonctions de deux variables : une fonction est continue lorsque la
surface n’est pas déchirée. Le caractére €' correspond & I’absence de pliures.
Comme pour la notion d’ouvert, la définition formelle de la continuité en un point
(20, yo) est similaire a celle des fonctions d’une seule variable en remplagant la valeur
absolue par la norme euclidienne.

Définition 2.4 (Fonction continue en un point)

Soient 2 un ouvert de R? et f : 2 — R.
Pour (xq, yo) € 2, on dit que f est continue en (xq, yo) si, et seulement si

Ve >0,3n>0,V(z,y) € Z, |(z,y) — (0, yo)| <n = |f(z, y) — f(wo, yo)| <e.

Pour les fonctions d’une seule variable, on avait travaillé avec des inégalités larges
pour faciliter les manipulations. Cependant, on peut reformuler la continuité R — R
avec des inégalités strictes ce qui donne une définition parfaitement équivalentes a
celle-ci.

Exemple

Montrer que A : (x, y) — zy est continue sur R2.

Exemple
Montrer que (z, y) — | (x, y)| est continue sur R2.

Exemple
Montrer que si g est continue au point (zg, yo) et g(xo, yo) > 0 alors g est
strictement positive sur une boule ouverte contenant (zq, yo).

z — f(x, 0) = 0 qui est donc continue en 0.

y+— f(0, y) = 0 est aussi continue en 0.

Cependant, Vz > 0, f(z, z) = 1, mais f(0, 0) = 0 donc f n’est pas continue en 0.

En effet, si on pose ¢ = 1 > 0, alors pour tout n > 0, on pose (z, y) = m(l7 1), on
obtient donc bien que |[(z, y)| = 2 <7net f(z,y)=1>c¢.

Exemple
Soit ¢ : (x,y) — |zy].
Etudier la continuité des applications partielles de ¢ en (0,0), puis la continuité
de ¢ en (0, 0).

Remarque : Travailler sur un ouvert permet de s’assurer qu’aucun des points consid-
érés ne se trouve sur un bord.

Dans R, nous avions contourné ce probléme par les notions de continuité a gauche ou
a droite, mais en deux dimensions, ce n’est pas facilement transposable, car il existe
d’autres chemins pour s’approcher du point :

Il est possible de suivre une droite oblique (et non plus nécessairement paralléle & 'un
des axes), voire méme un chemin continu non droit. Cela revient alors a considérer un
arc paramétré v :t — (x(t), y(t)) a valeurs dans Z et a considérer 'application fo-~.

Dans le cas des applications partielles, la fonction v prend une forme trés simple
vt (L, yo) out— (xg, t).

~ Propriété 2.5 (Reformulation de la continuité)

Soient Z un ouvert de R?, f : 2 +— R et (29, yo) € 2.
f est continue en (zg, yo)

e si, et seulement si
Ve > 07 37] > 0? V([L', y) € B((x07 yo)a 77)7 ‘f(l’, y) - f(:l:o, y0)| <E&.

e si, et seulement si

Ve >0, 3n >0, f(B((wo, yo), n) C B (f(xo, yo), €) -

Preuve
Evidente. u
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— Propriété 2.6

Soit (o, yo) € R
Si f et g sont continues en (zg, yo), et A € R alors

e f+ \g est continue en (zg, yo),
e f X g est continue en (xq, yo),

e et si de plus g ne s’annule pas en (xg, yo) alors 5 est continue en (zg, o).

Preuve
Ce sont les mémes preuves que pour les fonctions R — R.

e On traite le cas X\ # 0, sinon c’est trivial.
Pour € > 0 fixé, il existe m1 > 0 tel que

€
v(z, y) € B((z0, y0), m), |f(z, y) = f(zo, yo)| < 5.
De méme, il existe n2 > 0 tel que
€
V(‘ra y) € B((CL‘(), yO), 172)7 |g({E, y) - f(moa yO)l < m

Ainsi pour = min (n1, 72) > 0, Y(z, y) € B ((wo, o), )

[(f +2g)(z, y) — (f + Ag)(zo, yo)| < |f(=, y) — f(z0, yo)| + [Al9(z, y) — g(z0, yo)|

3 g
<+ A s+
~

e On prend pour /¢ pour chaque fonction et on choisit le plus petit des deux 7 trouvés.

e On pose A = |g(zo, yo)| > 0, et par continuité de g en (zo, yo), il existe n1 > 0 tel
que

¥, u) € B (@0, wo), m), lo(a, v)] > 5.

Ceci justifie en particulier que g ne s’annule pas sur cette boule.
Alors pour (z, y) dans cette boule, on a

flx,y)  f(=o, yo)

gz, y)  g(xo, yo)

|f (=, y)g(xo, yo) — (w0, yo)g(z, y)|
|g($€7 y)g(xoa y0)|

< % |f(z, ¥)g(xo, yo) — f(zo, yo)g(z, y)| .

Or, on vient de voir que la combinaison linéaire de fonctions continues était continue,
donc (z, y) — f(z, y)g(xo, yo) — f(zo, yo)g(x, y) est continue en (xo, yo) et vaut 0 en
ce point.

Ainsi, pour tout € > 0, il existe n €]0, m1] tel que V(z, y) € B ((xo, yo), n), la valeur
absolue soit inférieure a E%.

On obtient donc la continuité cherchée.

Définition 2.7 (Fonction continue sur un ouvert)

Soient 2 un ouvert de R? et f : 2 +— R.
f est dite continue sur Z si, et seulement si elle est continue en chaque point de Z.

Remarque : « L’étude de la continuité d’une fonction n’est pas un objectif du pro-
gramme de premiére année. »

Exemple
Soient g :R = Ret f : (z,y)— g(x).
Montrer que f est continue sur R? si, et seulement si ¢ I’est.

~ Définition 2.8 (limite)

Soit Z un ouvert, (a, b) € Z et f une fonction définie Z \ {(a, b)} .

On dit que f admet une limite £ en (a, b) si et seulement si, la fonction prolongée
par £ en (a, b) est continue en (a, b).

C’est-a-dire si

Ve >0,3n>0,V(z, y) € 7\ {(a, b)}, [(z, y) — (a, b)| <n=[f(z,y) — ] <e.

On aurait pu aussi définir la limite en un point puis en déduire la notion de continuité
comme on [’avait fait sur R.



6

https://molin-mathematiques.fr

3 CALCUL DIFFERENTIEL A L’ORDRE 1
A Notions sur les dérivées partielles

Calculer une dérivée partielle, c’est fixer la valeur d’une variable et ne faire bouger
que autre : on se rameéne & dériver une fonction d’une variable avec un paramétre
fixé.

A Par contre, le résultat est bien une fonction de deux variables.

~ Définition 3.1 (Dérivée partielle)

Soit f : (x,y) — f(x,y) une fonction définie sur un ouvert 2 de R2.

Pour (z,y) € 2, on définit les dérivées partielles de f (lorsqu’elles existent) par :

e La dérivée partielle de f par rapport a x en (x,y) est la dérivée de lapplication
partielle f, = f(-,y).
Elle se note

0
X () = ).

e La dérivée partielle de f par rapport a y en (x,y) est la dérivée de lapplication
partielle f, = f(x,").
Elle se note

%(Z‘,y) = f;(x7y)

Exemple
On reprend Dapplication A : (z, y) — xy.
Pour tout y € R, la dérivée de lapplication partielle A, = A(-,y) par rapport
a x se note alors
0A

Golwy) = Ay(a) =y

Cela veut dire qu’a y fixé, la fonction a une pente constante mais que cette pente
dépend de y : plus on éloigne le plan de de l'origine, plus la pente est importante.

Exemple
Soit la fonction f définie sur R? par V (r,6) € R?, f(r,0) = rcosf.
Etudier la dérivabilité des fonctions partielles et calculer les dérivées partielles si
elles existent.

Solution :
Les deux fonctions partielles sont dérivables sur R, et ¥ (r,0) € R?,
of _ of _ .
ar (r,0) =cos(0) et 50 (r,0) = —rsin ().
Exemple

Dérivée partielle de la norme euclidienne par rapport a4 une variable.

Solution :
On note [ : (z,y) — /22 + y2.
La fonction est définie sur R?. Pour y # 0, la fonction partielle suivant « est dérivable
sur R et sa dérivée vaut :
af T

—(z,y) = —.
9z WY = s —
Par contre, pour y = 0, la fonction n’est dérivable que sur R* et la formule précédente
reste valable. De méme par symétrie pour y.

A L’existence des dérivées partielles n’entraine pas la continuité.

Exemple
Soit f : (z, y) — Tsiy#0et f(z, 0) = 0 sinon.
Calculer les dérivées partielles de f lorsqu’elles existent.
Montrer en particulier que f admet des dérivées partielles en (0, 0).
Mais on a vu que f n'est pas continue en (0, 0).
Solution :
e Dérivées partielles en (o, yo) € R?, tel que yo #0, , :
Pour yo # 0 et zo € R, il existe un voisinage (ouvert) de (xo, yo) qui ne rencontre pas
la droite y = 0.
Sur ce voisinage, on a donc f(z, y) = i qui est dérivable & la fois par rapport a x et

par rapport a y.
8f 1 8f Zo
Zo, yO) =— et - (Xo, Yo) = ——=-
( Yo ay( ) Y3

o

e Pour (zo, yo) = (0, 0) :
of

Vx € R, f(z, yo) =0, donc %(xo, yo) = 0.
of

Vy S Ra f(xO, y) = 0? donc @(m07 yO) =0.

e Pour yo =0 et zg #0 :
of

Ve € R, f(z, yo) =0, donc %(%7 Yo) = 0.
— Zo _
vy 6 R7 .f(x(]? y) = @7 donc f(m()’ y) f(:c07 yO) = Y = ig —_— :l:OO
Y Y — Yo Y y2 y—0

Donc la fonction n’admet pas de dérivée partielle au point (zo, 0) pour zg # 0.
Remarque : On peut méme trouver des fonctions qui admettent des dérivées partielles
en tout point, et qui pourtant ne sont pas continues :

Exemple

Soit f : R? — R définie par

0 sinon.

f@w:{ﬁb si (2, y) # (0, 0)

Montrer que f admet des dérivées partielles selon x et selon y en tout point, sans
étre continue en (0, 0).
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B Fonctions de classe ¢!

- Définition 3.2 (Fonction de classe ¢*')

On dit que f est de classe €' sur un ouvert 2
si f admet des dérivées partielles en tout point de 2
et si ces dérivées partielles sont continues (fonctions de deux variables).

On note alors f € €42, R).

Exemple
Une application polynomiale de deux variables est de classe ¢! sur R2.

Les opérations sur les dérivées des fonctions d’une variable se généralisent aux fonc-
tions de deux variables.

- Propriété 3.3

Soit 2 un ouvert de R2.
1. €*(2) est un R-espace vectoriel. Les dérivées partielles sont linéaires.
V(f,9) € (6(2)", VAER, f+Agec%" (D)
N 91N 8 L0 O(f+rg) of .0
+Ag) _Of dg +Ag) _9f dg
ox N 3x+)\8x et Oy N 8y+)\8y'
2. €1(2) est stable par produit
2
V(f,9) € (€N(2),  [fxgec (D)
avec
O(fxg) _0of 99 O(fxg) _0f dg
oz _Bxx9+f><8x et dy _8y><g+fx8y'
3. Si(f,9) € (‘51(.@))2, telle que ¢ ne s’annule pas, alors S €Y D) et
f
0() _aqor 0
Ox g% \ Ox g ox )~
Preuve

Immeédiat car on a déja prouvé les propriétés pour la continuité des fonctions de deux
variables. L’existence des dérivées partielles s’obtient par les fonctions d’une variable.
|

— Théoréme 3.4 (Développement limité a l'ordre 1)
Soit f € €1(2,R), et (z0,v0) € 2.
Le développement limité a 'ordre 1 de f au voisinage de (g, yo) est donné par
af of
f(@,y) = f(z0,90) + a*x(xo,yo) X (z = x0) + a*y(%ﬂo) x (Y — o)

o r—x bl - .
(I,y)e(zo,yo)“l( 0¥ — %))

Ou on a défini le « petit o » par
u(z, y) = o (9(z, y)) si, et seulement si
(z, y)— (@0, yo)

Ve >0,3n>0,Y(z, y) € 2, |(x—x0, y —yo)| <n=|ulz, y)| <elg(z, y)l.

Preuve
Admis.
Pour les curieuz :
La preuve est un peu longue, mais trés simple quand on a compris la démarche et elle
se généralise facilement a plus de variables.
Soit (zo, yo) € 2.
Dans la suite, pour tout » > 0 on notera B, = B ((xo, yo), 7) la boule ouverte de
centre (zo, yo) et de rayon r.
2 étant ouvert, il existe r > 0 tel que B, = B((xo, yo0), r) C 2.
On pose € > 0.
Pour tout (z,y) € By, on peut appliquer l'égalité des accroissements finis pour les
fonctions partielles (continues et dérivables) :

£, 4) = (20, 4) + 92 (ea y) - (2~ 20) avee ca € Jmin(z, 20), max(z, wo)|

= Fla0, 10) + G (ens ) (2= 20) + G (an, &)+ (y = o)
avec ¢y € Jmin(y, yo), max(y, yo)[

Or (¢, y) — 2L (cs, y) est continue donc en (zo, yo) donc il existe m1 €]0, 7] tel que

oz
of of

W, 9) € B [ 3L (0, 9) = G oo, o) <

Or, pour (z, y) € By,, on a également (cz, y) € B, et la majoration s’applique.
On obtient donc : of a7
8?(%’ y) — %(5007 Yo)

<L e

Par continuité de y — g—i(xo, y) on trouve également 72 € [0, 7] tel que

of

0
V(x, y) € By,, afy(l"o, cy) — 875(‘%0’ Yo)| < €.
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Donc pour (2, ¥) € Bmin(n1, n2)

@, 9) = Flao, o) = 5 (o) - (o= 20) = 5L o, )+ (v = 0| < & (o = ol + 1y =0

<el(x —mo, y —yo)ly|-

Or pour tout (a, b) € R?, (|a] + [b])* = |a|® + [b]* + 2|ab] .
Or 2|ab| < |al* 4 |b|?, ce qui donne donc (|a| + [b])* < 2 (\a\Q + \b\Q) .
Ainsi

I(a, DI, < V2l(a, b, -

On obtient donc

(@, 9) = Fan, o) = 52 (o o) - = 20) = 3L a0, 1)+ (v = )| < VBN~ 0,y —

Ce qui termine la preuve (quitte a diviser € par v/2).
Vous verrez en deuzxiéme année, que ce résultat n’est pas seulement valable pour les
normes |-, et |-|,, mais pour toute norme de R?. ]

Théoréme 3.5 %

Soit 2 un ouvert de R%? et f : 2 — R.
Si f € €' (2, R) alors f continue sur 2.

Preuve
D’aprés le développement limité plus haut. |

- Propriété 3.6 (Dérivée d’une composée : « Regle de la chaine »)

Soit I x J un pavé ouvert de R2.
Soient f € €1 (I x J), x € €' (Ja,b], I) et y € €' (Ja,b], J).
On considére 'application F' d’une seule variable

~Jla,bf =R 104
I {t o fa gy © O UGB
F est alors de classe ¢ (Ja, b[) et
Vel ) =050 ), o)+ 505 60, 0).
Explications

On retrouve ici I'idée d’un chemin continu : v : ¢ — (x(t), y(t)) tel qu’il a déja été
présenté plus haut. On évalue F' le long de ce chemin (c’est une fonction d’une seule
variable).

Exemple
Imaginons un relief le long duquel on se promeéne.
Par exemple :
F:(z,y)— e~ (@ +y?)

On peut par exemple s’intéresser & un cheminement parallélement & un axe sur

)i ce relief.

Disons qu’on fixe y = 1 et que 'on avance a vitesse constante le long de z. On
prend alors
v ot (¢ 1).

L’altitude en fonction du temps est alors donnée par
VteR, F(y(t) = e (+4),

Si on veut connaitre la variation d’altitude le long de ce chemin en fonction du
temps (dérivée), on obtient

VteR, (Fory) (t) = —2te (F1),

Si on fait le calcul avec la régle de la chaine, on retrouve bien

of (z(t), y(t)

w2 @00, 2
=1 x (—22(t) e~ (@O HV®?) g (—2y(t)) e~ (@O +u(®?)
= 72tef(t2+1).

On n’est pas obligé d’avancer & vitesse constante et on peut suivre le méme chemin
mais avec une vitesse variable.
Par exemple, on prend

v it (tan(t), 1).

On trouve alors

vie|-2 Z[ Fo) = e () = i,

2sin (¢)

il 25
cos3 (t)

RCGERIOE

La régle de la chaine donne le méme résultat.
On peut aussi vouloir faire le tour de la colline sur un cercle dont le centre est le

1
e cos2(t) 3

Vte]—g,
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sommet.
Par exemple, pour un cercle de rayon 1, on obtient le chemin :

vt (cos(t), sin(t)).

On voit bien que lorsque t parcourt [0, 27], 7 suit alors le cercle de centre 0 et de
rayon 1.

Cette fois-ci, comme cos? () +sin? (t) = 1, Daltitude est constante égale a 1 et la régle

de la chaine donne bien
vVt e R, F'(t) =0.

Preuve
Soit to € ]a, b on note zo = x(to0) et yo = y(to).
alors pour tout ¢t €]a, b[\ {to}, on peut appliquer le développement limité a (z(t), y(t)) ce
qui donne

15) 0
F(t) = F(t0)+6*£($07 yO)(m—IO)Jrafi(wov Y0) (Y=Y0)+0(z, )~ (20, v0) (1T — To, ¥ — yol) -

Or (z — x0) = 2’ (t)(t — to) + o(t — to) et (y —yo) =y (t)(t — to) + o(t — to).
On remarque alors que 0z, y)— (z, yo) (|1 — Zo, ¥ — yo|) = o (t — to) donc

F(t) = F(to) + <w'(t)%(wo7 Yo) + y'(t)%(mm yo)> (t — to) + o(t — to).

— Théoréme 3.7 (Dérivée d’une composée)

Soient 2 un ouvert de R?,
¢ et 1 deux fonctions de classe (2, R)

et £+ (u, v) = flu, v) € 6 (1) (2), R).

La fonction F : (z, y) — f (¢(z, v), ¥(x, y)) est alors de classe €1(2)
et V(z, y) € 2,

O ) = 9L (ol ), 0l 1) 92w, w) + 5L (ol ), 0w, ) S (e )

Plus simplement, on écrit

o5 _ofou ofov
Oxr Oudr Ovdx’

avec u = @ et v =1).

Exemple

Sous les mémes hypothéses, écrire : %—i(x, Y).

C Plan tangent

La formule du développement limité & 'ordre 1 est

) = Flao, ) + 5 (a0,0) % (& = 20) + 51 (a0, o) X (4= )

o T — To,Y — .
oo (=m0 - w)l)

On peut définir le plan tangent T" comme I"approximation a l'ordre 1 de la surface.

Equation paramétrique du plan tangent :

(z,9,2) €T
x X0 T — To
— |y = Yo + 5 Y= yg
z f(zo, yo) 5L (20, yo) (@ — o) + 3*5(560, Yo) (¥ — vo)
x To 1 0
= |\v|= Yo + (z — x0) 5 0 + (¥ = vo) of 1
z f(@o, yo) 5L (w0, y0) 7y (%0, %o)

Donc le plan tangent est un plan affine dont la direction vectorielle est engendrée par

(L 0, gi(mo,yo)) et (07 1, Zg(%,yo)> .
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Equation paramétrique du plan tangent :
En reprenant I’équation initiale, on obtient

0 0
Az= 3%(900, Yo)Aw + %(x07 Yo)Ay.

C’est-a-dire :

0 0
5 o, i) + G o, ) By - 2z o0

Le plan tangent est le plan qui passe par le point (zo, yo, f(2o,¥0)) et qui est orthog-
onal au vecteur
of

(ax(l‘OvyO)’ %(anyO)v _1) .

D Gradient

~ Définition 3.8 (Gradient)

Soit f € €1(2, R) et (z0, yo) € 2.
Le gradient de f au point (z, yo) est donné par

ef(xo,yo) = (gi(wo,yo), (;ch(xo’yo)) :

Quelques applications de I’écriture avec le gradient :

e Développement limité s’écrit plus simplement :

Az = %(xo, Yo)Ax + %(xm Yo)Ay = ?f(an Yo).(Az, Ay).

e Reégle de la chaine :
Sivy :tw— (x(t), y(t)) désigne un arc paramétré de classe ¢! sur Ja, b[ et f une
fonction de classe ¢! sur y(]a, b[), alors V¢t €]a, b,

—>
(F o) (t) = V f(2(t), y(1)) 7/ (#).

E Optimisation

- Théoréme 3.9 (Mazximum d’une fonction de plusieurs variables)

Soit f : (z,y) — f(z,y) une fonction de deux variables définie sur le pavé ouvert
IxJ.

0 7]
Si f admet un extremum local en (xg,yg), alors —f(aro,yo) = a—y(xo,yo) =0.

ox

(20, Yo) est un point critique de f.

A La réciproque est fausse en général.

Preuve
Si (zo, yo) est un extremum local pour f ¢’en est un pour les deux applications partielles
(définies sur des ouverts), donc les deux dérivées partielles s’annulent.
En effet, dans le cas du minimum par exemple, il existe r > 0, tel que B((xo, Yo, ) C
I'xJet V(xv y) € <%)((1:07 yO), T)v f(x, y) > f(1:07 y0)~
Pour tout = €]zo — r, zo + r[, (z, yo) € B((zo, yo), r) et f(z, y) = f(zo, yo) ce qui
justifie bien que z¢ est un minimum local pour z — f(z, yo). |

Définition 3.10 (Lignes de niveau)

Soit f : (z,y) — f(x,y) une fonction de deux variables définie sur le pavé I x J.
Une ligne de niveau, pour k € R fixé, est

6 = {(z,y) € R, tel que f(z,y) = k}.

Explications

Ce sont I'ensemble des antécédents de k par f.

En général, ces lignes de niveau sont des courbes du plan, mais elles peuvent aussi
comporter des points isolés (sommets... ) ou des surfaces (plateaux) par exemple.

On appelle ces objets des courbes de niveau en référence a la cartographie. Si on
interpréte la surface de la fonction comme un relief en topologie, alors les lignes de
niveau correspondent aux points de méme altitude (représentés par des lignes orange
sur les cartes IGN).

Supposons qu’on ait un chemin v : ¢t~ (z(t), y(t)) € €1(]0, 1], R?) qui soit inclus
dans une ligne de niveau.

Ainsi f oy est une fonction ¢1(]0, 1[, R) qui est constante et sa dérivée est donc
identiquement nulle.

Donc Vt €]0, 1], si on note (x, y) = (z(¢), y(t)), on obtient avec la régle de la chaine :

Y f(, y) -y (1) = 0.

On trouve donc que

Y (t) LV £z, y).


https://molin-mathematiques.fr

11

Or, dans le plan (z, y), 7'(t) correspond au vecteur directeur de la tangente a la
courbe de niveau, qui est donc orthogonale au gradient.

|Les courbes de niveau sont orthogonales au gradient.

Explications

Lorsque l’on se situe sur un point particulier, on peut se demander dans quelle di-
rection est la pente la plus forte. Cela est utile en particulier si on veut rejoindre le
plus rapidement possible le pied de la vallée ou un sommet (minimum ou maximum)
ou un point d’une autre altitude (recherche du zéro d’une fonction par la méthode de
Newton).

Comme on vient de le voir si on trace une ligne de niveau dans le plan, le gradient lui
est orthogonal. On imagine donc bien & contrario que la plus forte pente se trouvera
dans la direction orthogonale & la ligne de niveau, c’est-a-dire paralléle au gradient.

Az = f(z,y) — f(zo,y0) = gra?lf (z0,%0) - ( — 20,y — o) + o ([(z — z0, ¥y — yo)) -
Si on cherche un chemin v : ¢ — (z(t), y(t)) qui maximise 1’écart, on obtient
Az = grad f (z0,90) 7' (8) + 0 (1Y (D).

D’aprés Cauchy-Schwarz, on a donc

132] < [grad £ (@o,90) | 17 ()1 + 0 (1 ®)])

avec égalité pour ? f(zo, yo) et v/ (t) paralléles.
Ainsi le gradient indique bien la plus forte pente et cette pente est d’autant plus forte
que la norme du gradient est grande.
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