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POLYNOMES ET FONCTIONS
POLYNOMIALES

“Le nombre qui posséde une quantité indéterminée d’unités s’appelle 'arithme, et sa
marque distinctive est ¢.”
Diophante

Les polynomes font partie des premiers objets apparus dans ’histoire des mathéma-
tiques. On les trouve dés 1’époque babylonienne avec la description de méthodes de
résolution des équations de degré 2.

Les résolutions des équations de degré supérieur ont beaucoup occupé les scientifiques
de la Renaissance : Cardan, Tartaglia, Ferraro. Elles ont fait ’objet de nombreux
“défis” dans lesquels les mathématiciens se mesuraient I'un a 'autre et démontraient
leur agilité!.

Cest au XIX™ siécle qu’Abel puis Galois mettent fin & la course aux résolutions
d’équations polynomiales en démontrant que les équations de degré 5 et plus ne sont
en général pas résolubles par radicaux. Les outils qu’ils introduisent pour leur dé-
monstration ouvrent de nouvelles perspectives aux mathématiques et donnent une
impulsion déterminante & ’algébre.

Les polynémes ont la spécificité de constituer un pont naturel entre ’analyse et
Palgebre selon qu’ils sont vus comme applications ou objets d’un espace vectoriel (ou
d’un anneau euclidien).

Ce chapitre constitue une courte introduction & ces objets, visant a mettre en ceuvre
les notions d’algébre linéaire.
Ils seront étudiés de fagon plus approfondie en deuxiéme année.

1. Rappel : Internet et la télévision n’existaient pas a I’époque, alors il fallait bien s’occuper...

1 DEFINITION ET STRUCTURE

— Définition 1.1 (Polynome)

Soient n € N, on note R, [z], 'ensemble défini par
R,[z] = {ao + a1z + apz® + -+ + ana™, (ao a1, -+ ,a,) € R"H1}
n
- {Zak:ﬂka (a()v A1, 7an) € Rn+1}
k=0
R, [z] est composé de l'ensemble des combinaisons linéaires de (Lx,xz, e ,x") .
Les éléments de R,[z] sont appelés expressions polynomiales en z ou
polynomes.
ap,ay, - ,a, sont les coefficients du polynome.
Explications

x est & considérer comme une notation? que l’on sera ensuite amené a particulariser
avec différentes valeurs réelles.
L’intérét de l'objet apparait quand on ne donne pas de valeur spécifique a x. Ainsi,
on n'interpréte pas R, [z] comme un sous-ensemble de R, mais plutét comme un
ensemble d’objets formels.

Les puissances de x sont toutes positives (pas de puissances négatives).

Principe d’identification 1.2
‘7Deux polyndémes sont dits égaux si leurs coefficients sont deux & deux égaux.

Explications
Ici, le fait de ne pas avoir attribué de valeur a x est primordial.
En effet, pour une valeur de x fixée, on pourrait avoir ’égalité de deux expressions
polynomiales avec des coefficients différents.
Par exemple, pour x = 0,
1+2-2=145-2.

Les deux valeurs réelles sont égales sans que les « coefficients » soient égaux. Par
contre, si on choisit x = 1, alors les deux expressions ne sont plus égales.

Ainsi, le principe d’identification permet de s’assurer que les deux expressions sont
égales quelle que soit la valeur choisie pour .

A noter que ’on peut aussi choisir de remplacer z par d’autres types d’objets que des
nombres : par des fonctions, des variables aléatoires... dés lors que l'on peut définir
les puissances de x.

2. On parle « d’indéterminée » méme si ce vocabulaire spécifique n’est pas au programme.
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— Définition 1.3 (Opérations sur les polynomes)

n n

Soient P = Y axz® et Q = Y bpa® deux expressions polynomiales de R.,[z],
k=0 k=0

et A € R.

On définit la somme de P et Q par P+ Q = Z(ak + by)zF.
k=0

On définit le produit de P par le scalaire A par AP = Z()\ak)xk.
k=0

n
Le polynédme nul est donné par 0 = Y 0 - z*.
k=0

e La famille est également libre car les coefficients d’un polynéme sont définis de maniére
unique (principe d’identification).

La famille C est donc une base de Ry [z]. ]
Preuve (« avec l'application »)

C est I'image de la base canonique de R™™! par Iisomorphisme ¢, c’est donc une base
de R [z]. [ ]

— Définition 1.6 (Mondéme)

On appelle monoéme de R, [x], un polynéme avec un unique coefficient non nul.
Il s’écrit sous la forme aX*, avec a € R et k € [0,n].
Pour k = 0, on note z° = 1.

— Théoréme 1.4

Pour n € N, R,[z] muni des opérations précédemment définies est un espace
vectoriel.
Il est I'image de R™*! par I'application linéaire :

Rt — R, [7]
n
(a07a17"' 7an) — akmk

k=0

— Définition 1.7

On appelle polyndéme unité, le polynéome P = 1.
On dit qu'un polyndéme est pair, si tous ses coefficients d’indice impair sont nuls.
On dit qu’'un polynéme est impair, si tous ses coefficients d’indice pair sont nuls.

Cette application est un isomorphisme.

Preuve
Il est immeédiat de vérifier que ’application ¢ est bien linéaire avec les opérations définies
sur R™™! et sur Ry, [x].
Et 'image d’un espace vectoriel par une application linéaire est un espace vectoriel.
L’application est injective car son noyau est réduit & Ogn+1 (principe d’identification).
|
A R, [z] est isomorphe & R™*1 et non a R™. 1l faut n + 1 coefficients pour décrire
un polynoéme.

Théoréme 1.5

R, [z] = Vect (1,z,--- ,2™)
C=(1,z,- -

, ™) forme une base de R,,[z], appelé sa base canonique.

Preuve (« a la main »)
Remarquons au préalable que tous les vecteurs de la famille C sont bien dans R, [z].

e Montrons que la famille est génératrice.
Soit P € Ry [z] quelconque.

n
Par définition, on peut écrire P sous la forme P = ag + a1+ -+ + a,z" = E arx’ .
k=0

avec (ap, a1, ...,an) € R™!. Ainsi P s’écrit comme combinaison linéaire des éléments
de C. Donc C est une famille génératrice de R, [z].

Exemple
P =1— 322 4 22% est un polynéme pair.

2 DEGRE D’UN POLYNOME

— Définition 2.1 (Degré d’un polynome)

On appelle degré du polynéme, I'indice de son dernier coefficient non nul. On
note deg(P) le degré de P. Par convention deg(0) = —oo

Le coefficient dominant d’un polynome (non nul) est son coeflicient non nul
de plus grand indice. Un polynéme unitaire est un polynéme de coefficient
dominant égal a 1.

Un polyndéme constant est un polynéme nul ou de degré 0.

Exemple
Le degré de —3x° — 22 4 7 est 5, son coeflicient dominant est —3.
z* + 23 — 2 — 9 est un polynome unitaire.

/N degP=0+4P=0

A Si P € R[], alors on n’a pas nécessairement deg P = n, mais plutot deg P < n.
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3 FONCTIONS POLYNOMIALES

— Définition 3.1 (Application polynomiale)

n
Soit P = 3" axz® € R,[z]. On appelle application polynomiale associ¢e a P,
k=0
I’application :

_ R — R
P: x — akxk

k=0

Remarque : Par abus de langage, on confond parfois le polynoéme et son application
polynomiale.

— Propriété 3.2

L’application qui & un polynoéme associe son application polynémiale est linéaire.
Elle induit un isomorphisme de R,, [z] dans ’ensemble des applications polynomiales
de degré inférieur ou égal a n.

P —  (z— P(x))

¢{ R,[z] — Pn(R)

Autrement dit, les opérations sur les polynomes et les opérations sur les applications
polynomiales fournissent le méme résultat.

Explications

C’est cette bijection qui fait le lien entre 'algébre et 'analyse. Elle justifie que 'on
puisse utiliser I’analyse pour démontrer des résultats d’algébre et réciproquement.
L’injectivité de D'application signifie que ’écriture des fonctions polynomiales est
unique sur P, (R) : le principe d’identification est aussi valable sur P, (R). Par con-
tre, il faut faire attention, ’identification des facteurs n’est possible que lorsque I'on
travaille avec la fonction (compléte) et non pas seulement pour une valeur de x.

Preuve
Surjectivité : trivial du fait de la définition de P,(R).
Injectivité :
Soit P un polynéme dont ’application polynomiale est nulle.
Si par I’absurde, P est non nul alors il admet un coefficient dominant non nul a,. Ainsi
en +0o0, P(z) ~ apz? qui ne tend pas vers 0.
C’est absurde par nullité de ’application polynomiale.
Donc P est nul. |
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