BCPST

SUITES USUELLES

1 SUITE ARITHMETIQUE

— Définition 1.1 (Suite arithmétique)

(un) est une suite arithmétique de raison r € R si

VneN, Upt1 =u,+r

— Théoréme 1.2

Si (uy) est une suite arithmétique de raison r, alors
1. VneN, u, =ug+nr
2. V(p,n) € N?,  u, =u,+ (n—p)r
3. (a) Sir >0, la suite est strictement croissante de limite +o0,
(

)
b) Sir < 0, la suite est strictement décroissante de limite —oo,
)

(¢) Sir =0, la suite est constante.

Preuve

1. Par récurrence.

Initialisation : pour n = 0, up = uo + 0 x r. La relation est donc vérifiée au

rang n = 0.

Hérédité : on suppose la relation vraie au rang n € N fixé, et on montre qu’elle est

vraie au rang n + 1.

Un+1 = Un +r

(uo +nr)+r (par hypothése de récurrence)
=u + (n+ 1)r

Donc la relation est vraie au rang n + 1.
Conclusion : par principe de récurrence, Vn € N, u, = uo + nr

2. up = uog + nr et up, = ug + pr d’aprés le point précédent. Donc en soustrayant les

deux égalités on obtient : u, — up = (n — p)r, c’est-a~dire u, = up + (n — p)r.
3. Un = uo + nr
(a) Sir>0,alors lim nr=4oco. Donc lim wu, = +oo.
n—-+oo n—+o0o
(b) Sir <0, en exercice.

(¢) Sir=0,Yn €N, up, =uo+n x 0= ug, donc la suite est constante.
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— Théoréme 1.3

Soient m et n deux entiers avec m < n,

n+1)

En:k: (m—n+1)(m+n)

5 et en particulier : Z k=

k=m

— Théoréme 1.4 (Rappel : somme arithmétique)

Soit (u,) une suite arithmétique,
Soient m et n deux entiers avec m < n,

n

Uy + U
> = (et )t

- Uy, + Um
5 e = (n—m 1)t 2

5 et en particulier :
k=m k=0

(nombre de termes) X (moyenne des termes extrémes)

Preuve
Voir les preuves dans le chapitre sur les sommes et produits.

2 SUITE GEOMETRIQUE

— Définition 2.1 (Suite géométrique)

A si la suite commence a I’indice 1, alors on a u,, = ¢" Yus.

— Théoréme 2.3

Soit g # 1,
Soient m et n deux entiers avec m < n,

n—m-+1

n
1—g¢g
T
k=m

1— qn+1

1
et en particulier : Z "= :
—q

1—g¢

— Théoréme 2.4 (Rappel : somme géoméirique)

Soit (u,) une suite géométrique de raison g # 1,
Soient m et n deux entiers avec m < n,

n P
1— n—m-+1 1— n+1
Z U = U, a et en particulier : Z U = Ug————— g
=, 1—g¢ 1—g¢

(up) est une suite géométrique de raison ¢ € R si

VneN, upi1 = quy

— Théoréme 2.2
Si (uy,) est une suite géométrique de raison g, alors
1. Vn € N, u, = q"ug
2. Y(p,n) € N?, p <n=u, =q¢" Pu,

3.s8iq #0, VY(p,n) € N?, u, = ¢"Pu,
négatif)

(¢ # 0 car l’exposant n — p peut étre

Remarque : Dans le cas ou la raison vaut 1, on additionne simplement n + 1 fois le
méme terme ug.

Preuve
Voir les preuves dans le chapitre sur les sommes et produits. |

3 SUITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

On combine les suites arithmétiques et géométriques en une seule :

— Définition 3.1 (Suite arithmético-géométrique)
Soient (a,b) € R?, on définit la suite (u,,) par

VneN, upty1 =auy,+Dd

On dit que (u,) est une suite arithmético-géométrique.

Remarque : Pour a = 1, c’est une suite arithmétique, et pour b = 0, c’est une suite
géométrique.

A a et b sont des constantes qui ne dépendent pas de n.
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— Théoréme 3.2

Soit (a,b) € R? avec a # 1,
Si la suite (u,) € RN est définie par la relation de récurrence

VneN, up+1 =au,+Dd

alors I’équation z = ax + b admet une unique solution /¢,
et la suite définie pour tout n € N par v, = u, — £ est une suite géométrique de

raison a.

Explications

La recherche de ¢ correspond a la recherche d’un point fize, c’est-a-dire une suite
constante qui est solution particuliére de la relation de récurrence.

La suite de terme général v,, = u,, — £ est alors solution de « I’équation homogéne » :
Upt1 = QUp.

L’ équation homogéne est 'équation dont le second membre b est nul.

On retrouvera ce vocabulaire dans d’autres chapitres (équations différentielles, sys-
témes linéaires... ).

Preuve
b

Comme a # 1, I’équation ax + b = 2 admet une unique solution £ = .

Untl = Unt1 — € =aun +b— L€ =au, +b— (al +b) = a(un — £) = av,

Exemple
Soit une suite (uy) définie par la relation de récurrence :

Vn € N, 3upt1 +2u, +5=0

Donner I'expression de u,, en fonction de n et de ug pour tout n € N.
Solution :

— Théoréme 3.3 (limite de la suite)

Soit (uy,), une suite arithmético-géométrique de raison a et de point fixe ¢.
e Siug =/, alors la suite est constante égale a ¢.

e Siwug#¥, alors

—-sifa] <1, alors lim w, =4¢
n—-+oo

—sia>1, alors lim wu, =+
n——+4oo

(le signe de la limite est celui de ug — £)

—sia < —1, alors u, nadmet pas de limite en +o0.

Preuve

En exercice u
Explications
Dans le cas ou la suite converge (Ja] < 1 ou a = 1), le point fixe joue le role

« d’attracteur ». Si a > 0, alors la suite converge de fagon monotone vers ce point
fixe, et si a < 0, alors, la suite converge en oscillant vers /.

A,
u2
L ]
us a Z 0
.
Ugq
. Uus
. u
Vi o M0 g uT U8 U9 wuyg L uiy | Uin |
>
T >
5 10
A,
. us a < 0
us
[ ]
Y4 o U7 o U9 o Y11 .
° UG ® ug METET MEZD
o U4
L ] U2
>
. >
5 10




BCPST

https://molin-mathematiques.fr

4 SUITE RECURRENTE LINEAIRE D’ORDRE 2

Les suites géométriques peuvent étre qualifiées de suites récurrentes linéaires d’ordre 1.
Cette partie s’intéresse a 'ordre 2.

— Définition 4.1 (Suite récurrente d’ordre 2)

Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants est une suite de la
forme

Vn €N, aupto+bupsr +cu, =0 avec (a,b,c) € R? et @ non nul

On appelle équation caractéristique 'équation az? + bz +c¢ =0

— Théoréme 4.2 (Solutions de la récurrence d’ordre 2)

Soit (uy,), une suite définie comme dans la définition précédente.
On note A le discriminant de ’équation caractéristique :

e Si A >0, on note (r1,72) les deux solutions de I’équation caractéristique,
alors 3(\, 1) € R, tel que

Vn € N, u, = Ar] + pry

e Si A =0, on note r la racine double de I’équation caractéristique,
alors 3(\, 1) € R2, tel que

Vn € N, u, = A" + unr"

e Si A <0, on note ry = pe®™ les racines complexes conjuguées de 1’équation
caractéristique,
alors 3 (A, 1) € R?, tel que

Vn € N, u, = p" (Acos(nf) + psin(nh))

A et p sont déterminés de fagon unique par ug et u;.

Remarque : si a = 0, alors c’est une suite récurrente d’ordre 1. La méthode fonctionne
mais n’a aucun intérét.

Preuve

Théoréme admis en classe.

Remarque : La preuve qui suit suppose que l'on connaisse au préalable la forme des
solutions, ce qui est loin d’étre évident. Avec un peu de persévérance, on pourrait
sans doute obtenir une telle formulation en s’inspirant des solutions de la suite
arithmético-géométrique, cependant, ce serait beaucoup plus facile en faisant appel a
l'algébre linéaire et aux matrices. On verrait alors que ce théoréme n’est qu'un cas
particulier que ’on peut généraliser a tout ordre.

e Si A > 0, soit (un) une suite solution, alors on peut trouver A, u deux réels tels que
U =A+pu
U = A1+ prs

Uy — T2Uo
AN =—— 270
. . . T2 —T1
On résout et on trouve une unique solution :
_ U1 —T1uo
0 o= ——=

T2 —T1
On montre ensuite par récurrence double, que pour tout n € N, un42 = Ary" + pry

e SiA=0.
On peut supposer que la solution est non nulle. En effet, elle est nulle si b = ¢ = 0,

auquel cas, la suite solution est immédiate (u, = 0 pour n > 2) et la formule donnée
par le théoréme convient.

Supposons donc 7 # 0, alors on pose A = ug, et u tel que u1 = A\r + ur, c’est-a-dire

— u1—7rug
H= ="
Comme 7 est I'unique racine du polynéme caractéristique, on sait que b = —2ar et
2
c=ar”.

On montre par récurrence double que pour tout n € N, upyo = Ar™ 4+ unr™

e Si A < 0, alors on peut utiliser une récurrence double avec les formules
trigonométriques.

* Sinon, pour ceux qui aiment s’amuser, on peut utiliser une autre méthode :
On utilise le résultat pour A > 0 dans C pour voir qu'il s’agit simplement d’un
cas particulier.
En effet, si on se place dans C, alors le raisonnement pour A > 0 reste valable et
dit que pour tout n € N,

in6

n _in6

Up = AT +pry = Ar" e +ure”

" ein@ 4 e—me ein9 _ e—inO
= (O - )

=7r" (X cos(nf) + p sin(nd))

Montrons que les coefficients trouvés A’ et i’ sont bien réels.

On peut s’en assurer en résolvant pour n = 0 et n = 1, mais comme on aime
compliquer les choses et voir que tout est cohérent, on va le vérifier & partir des
expression en \ et en p trouvées pour A > 0

D’aprés le cas A > 0, on a

i0 i0
ur —reug —1ui —reuo .
AZWZTW (Sln@;ﬁOetT;ﬁO CarA<O)
o w1 — refwuo . 1“1 — refieuo
re® —re=i® — r  2isinf
Donc
N o= A _ 1 i6 —if _
= +H7m —u1+re ug+uy —re uo 7U0€R
u o= A=—p)i= 5o d (—u1 +reuy —us —|—re_i9u0)
1 u1 — 7 cos Qug
= —2 2 (% =——€eR
2rsin9( ur + 2ruo cos 0) ua rsin @ < u
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Exemple

Etude de la suite de Fibonacci définie par
u =0 et u =1 et Vn € N, Upto = Unt1 + Un

Solution :

— Théoréme 4.3 (Suite récurrente d’ordre 2 avec second membre)

Soient (a, b,c) € R3 avec a et ¢ différents de 0, et (d,,) une suite réelle.
Soit la suite (u,,) € RN définie par la relation de récurrence d’ordre 2

(Eq) : AUpt2 + bUpty + cuy = dy,

On appelle relation homogéne associée, la relation de récurrence sans le second
membre :
(Eo) : aﬁn+2 + bﬁn+1 + Cﬂn =0

On note §; Pensemble des solutions de la relation (Ey)
So lensemble des solutions de la relation homogene (Ep)
(obtenues grace au théoréme 4.2).

On suppose connue une solution particuliére de (E;) : (ul) € Sy.
La suite (u,,) est solution de (Fy) si et seulement si (u,, —u?) est solution de (Ep) :
(un) €S <= (un —ul) €Sy

Que Pon peut aussi écrire (en comprenant bien le sens du signe « + ») :

Sq = So + (ul)

Explications
C’est la méme chose qu’a l’ordre 1. En général, dans les exercices, d est une constante.

Preuve
Ce théoréme est en fait un exemple d’un résultat beaucoup plus général lié directement
a la notion de linéarité.

(un) € Sq <= Vn € N, aunt2 + bunt1 + cun = dy
< Vn € N, aupt2 + btunt1 + cup = aufH_Q + bui“ + cu‘fL
<~ VneN, a (un+2 - quH) +b (un+1 — u,dLH) +c(un—up)=0
— (un — ui) € So
Exercice

Trouver une solution particuliére lorsque (d,) est une suite constante égale a d.
Solution :
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