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VARIABLES ALEATOIRES FINIES

« Il y a en chacun de nous des calculs que nous nommons espérance. »
Platon

Notations : Dans ce chapitre, ) représente un ensemble fini, et P une probabilité
sur €.

1 NOTION DE VARIABLE ALEATOIRE REELLE
A Définition

Exemple (Ezemple suivi... )
On joue aux dés. Chaque joueur lance deux dés et le gagnant est celui dont la
somme des deux dés est la plus grande.
La modélisation naturelle consiste & considérer 'univers constitué de I’ensemble
des couples de valeurs possibles et & le munir d’une probabilité uniforme P.

Q = [1,6]*

Cependant, ce n’est pas le couple (dé 1, dé 2) qui nous intéresse, mais simplement
sa somme. L’idée est donc de « transformer » 'univers {2 en un autre plus adapté
a la question. Pour cela, on construit 'application X : Q — [2,12] qui associe a
chaque issue possible, la somme des dés correspondante.

S Q=[16? — [212]
X'{w:(i,j) i

On dit que X est une variable aléatoire, et le nouvel univers de travail, beaucoup
plus simple, est [2,12].
De tous les événements possibles, seuls nous intéressent, pour k € [2,12],

Aj ¢ « la somme des dés vaut k£ ».

Ainsi, parmi les 236 événements possibles, nous n’en retenons que 11.

Pour décrire 'événement Ay dans €2, il faut chercher les antécédents de k par X.
Par exemple, pour A3, on cherche tous les couples (7, j) € Q tels que X(i,7) = 3.
On trouve I'événement Az = {(1,2),(2,1)}.

et on en déduit la probabilité de I’événement Ag :

2 1

On notera cette probabilité P(X = 3).
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A présent, formalisons cette notion :

Définition 1.1 (Variable aléatoire réelle finie)

Une variable aléatoire réelle finie discréte X est une application de ) dans une

partie finie X (Q) C R.

Remarque : L’univers étant supposé fini discret, on peut écrire X (€2) sous la forme
X(Q)={x;, i €1}.
avec I une partie finie de N ou Z. Par exemple I = [1,n].

Explications

La variable aléatoire permet de traduire le résultat d’une expérience dans un ensemble
sur lequel on sait travailler : on a plus de facilités & manipuler des nombres que des
couples de dés ou des paires de chaussettes de différentes couleurs.

A Le vocabulaire consacré par 'usage est assez troublant : on parle de variable
aléatoire, bien qu’il s’agisse en fait d’une application. Ces difficultés de notation et
de langage sont omniprésentes en probabilités, mais elles se justifient par 'usage.

3
P(X 2 =P{(1,1),(1,2),(2,1 = —=—.
(X € {2,3) = PU(L,1), (1,2), 2. D)} = 5 = 55
A Si A = {x} est un singleton, il n’y a aucune raison pour que 1’événement corre-
spondant dans €2 soit lui-méme un singleton.
Rappelez vous I'exemple introductif : A3 n’est pas un singleton.

— Propriété 1.2 (Loi de probabilité de X )

Pour X une variable aléatoire Q@ — X (Q2),
On appelle loi de probabilité de X, 'application

)X = [0,1]
Jx x — P(X =ux).

— Notation

Soit X une variable aléatoire réelle dans X () C R.
Pour A une partie de X (2), on note [X € A] 'événement

[X € A] = {w,= tel que X(w) € A}.
Ainsi,
P(Xe€A) = P ({w, tel que X(w) € A}).
Lorsque A = {x} est un singleton, on note plus simplement :

[X =z] = {w, tel que X(w) =z}.

Ainsi
P(X =z) = P({w, tel que X(w) =x}).

Explications

Plutét que d’étudier la réalisation d’un événement A C 2, on préfére chercher les
événements qui réalisent certaines valeurs de X.

Ainsi [X = A] représente tous les événements tels que X prenne une valeur dans A.

Exemple (Exemple suivi)
Avec Pexemple du lancer de deux dés (équilibrés), on définit la variable aléa-
toire X qui donne leur somme.
Calculer P (X =2), P(X € {3}) et P (X € {2,3}).
Solution :
P(X € {2}) = P(X = 2) = P({(1, )}) = ~.

P(X € (3}) = P(X =3) = P({(1,2), 2, )}) = = = —.

Remarque : fx définit une probabilité Px sur X (Q2) avec
Ve e X (Q), Px({z}) = fx(z).

Il est aussi possible de travailler sur un ensemble plus gros X' qui contient X ().
Auquel cas, tous les événements supplémentaires seront de probabilité nulle.

Explications
La détermination de la probabilité P x permet d’oublier complétement ’'univers na-
turel pour ne considérer que X ().

Preuve
Il faut prouver que P x est bien une probabilité.
Pour cela on peut voir que

Vr e X(Q), Px {z}) = fx(z) =P(X =2) =P{w € Q, X(w) =2z}) €[0,1].
(car {w € Q, X(w) =z} est un événement de € et P est une probabilité sur )
S Pxiah= Y fx@= Y P(X=x)=1
zeX(Q) zeX(Q) zeX(Q)

Donc Px est bien une probabilité (définie par ses événements élémentaires).
Par abus de langage, en identifiant Px ({z}) avec fx, on peut dire que fx représente
une probabilité sur X (£2). ]

Exemple (Exemple suivi)
Donner la loi de X pour la somme des deux dés.
Solution :

T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11

_ _ i | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 5 | 4 | 3 | 2
fx@)=P(X==)| 0 | 55 | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Si on fait la somme des probabilités élémentaires de la deuxiéme ligne, on doit bien
retrouver 1.
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Exemple
Une variable aléatoire sur [1,n] suit une probabilité uniforme si

1
Vk e [1,n], fx(k)=P(X =k) = o
On remarque ici que seul 'ensemble X () = [1, n] est important, on ne s’occupe
plus du tout de 'univers €2 sous-jacent.

L’équiprobabilité sur X () n’est pas liée a celle sur 2 : si la variable suit une proba-
bilité uniforme sur X (), cela ne veut pas dire que expérience est équiprobable sur
Q. Et réciproquement, si I’expérience est équiprobable sur €2, cela ne veut pas dire
que la variable aura une probabilité uniforme sur X (€2). Par exemple, pour la somme
des deux dés, la probabilité est uniforme sur 2, mais ne l’est pas dans [2,12].

Propriété 1.3

Soit X une variable aléatoire finie de Q dans X (),
L’ensemble des événements {[X =z], x € X (2)}. forme une famille compléte

d’événements de Q.

Preuve

e Tout d’abord, tout w € © admet une image par X dans X () : w € [X = X(w)],
doncwe | [X=uz]

zeX(Q)
Ceci étant vrai pour tous les w € 2, onabien Q C |J [X =x].
zeX ()
L’autre inclusion étant évidente, Q = |J [X =x].
zeX(Q)

e Soient (z,y) € (X (Q))°.
Si on suppose que w € [X = z] N [X = y], alors X(w) =z et X(w) =y, donc z = y.
Ainsi, pour z £ gy, [X =z]N[X =y] = 0.

L’ensemble {[X = z]|, z € X'} forme donc bien une famille compléte d’événements de €.
|

Propriété 1.4

Soit X une variable aléatoire finie de Q dans X (€2), et A une partie de X ().

P(XcA)=Y P(X=2)=Y fx()

z€A T€A

Explications
On écrit A comme union d’événements élémentaires.

B Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Cette notion est surtout utile pour les variables aléatoires continues qu’on n’étudiera
pas cette année, mais elle peut parfois simplifier les raisonnements avec les variables
aléatoires discrétes.

La fonction de répartition correspond tout simplement aux « probabilités cumulées
croissantes » :

— Définition 1.5 (Fonction de répartition)

Soit X une variable aléatoire réelle sur €.
On définit la fonction de répartition Fx sur R par

R - R
Fx:{ oz = PX<a)=) PX=u)

z; <x

Remarque Avec des probabilités continues, on prendrait lintégrale qui est
I’équivalent continu de la somme.

Exemple (Exemple suivi)
Donner la fonction de répartition pour la variable X correspondant a la somme
des deux dés.
Solution :

A A
9
1R B LR R LR TR R
8 —
7 —l
6 —
5 A fx Fx —
4
—
3
—
2
1
| | —_
0
L0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12
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Propriété 1.6

Une fonction de répartition sur R est positive, croissante et

lim Fx(z)=0 et lim Fx(z)=1.

T——00 r——+o0

Preuve
Soit x < y, alors [X < z] C [X < y], et par croissance de la probabilité P (X < z) <
P (X < y), donc Fx(z) < Fx(y) : la fonction Fx est croissante.
Si X () est fini, alors il admet un minimum z,, et un maximum z ;.
YV < Zm, Fx(z) = 0, donc Tl'}moo Fx(z) = 0. Vx > zm, Fx(z) = 1, donc
lim Fx(z)=1. ]

xr—+o0

— Propriété 1.7

Fx décrit parfaitement la loi de X : la donnée de Fx permet de retrouver la
probabilité.
Lorsque les probabilités sont a valeurs entiéres,

VEeZ, P(X=k)=P(X <k)—P(X<k—-1)=Fx(k)— Fx(k—1).
Dans le cas général :

Ve X(Q), P(X=2)=P(X <z)— lim P(X <2a')=Fx(z)— Fx(z™).

z'—x—

On note Fx (x7) la limite & gauche de Fx en .

— Définition 1.8 (Quantiles)

Soit X une variable aléatoire et F'x sa fonction de répartition.
Pour r €]0,1[, on appelle quantile d’ordre r l'unique valeur ¢, € X (Q) définie
par

gr = max (z; (Q2), tel que F(z;) < 7).

Le plus souvent, on définit les quantiles pour des valeurs rationnelles.

— Définition 1.9

e Le quantile d’ordre %, q1/2 est appelé la médiane de X.
e Le quantile d’ordre i, q1/4 est appelé le premier quartile de X.

e Le quantile d’ordre

1—10, q1/10 est appelé le premier décile de X.

On définit de la méme fagon le troisiéme quartile g3,4 par exemple.
Le second quartile est exactement la médiane. De méme que le cinquiéme décile.

Remarque : La définition des quantiles n’est pas tout a fait unifiée dans la littérature
pour les probabilités discrétes.

Prenons 'exemple de la médiane pour comprendre la difficulté.

Comme la fonction de répartition augmente « par sauts », on passe souvent d’une
valeur strictement inférieure a 1/2 a une valeur strictement supérieure.

Par exemple Fx(x3) = 0,43 et Fx(z4) = 0,52.

Le passage se fait entre x3 et x4, et on serait tenté de placer la médiane entre les
deux. Mais a quelle valeur ? Plusieurs choix sont possibles.

Ce cours adopte la solution la plus simple avec qi/5 = x3 : c’est la derniére valeur
avant le passage des 50%. C’est le choix le plus fréquent dans notre situation et il
permet d’avoir un quantile qui fait partie de X.

Cependant, il faut savoir que la plupart des logiciels (plutot pour les statistiques)
réalise une interpolation linéaire entre x3 et x4 pour placer la médiane. Mais &
nouveau, cette régle n’est pas unifiée et tous les logiciels ne donneront donc pas la
méme valeur.

Dans les situations concrétes, ces choix sont de faible importance car les quantiles ne
sont utiles que si 'univers image X (2) contient suffisamment de valeurs pour que
I’écart entre les différents choix proposés soit négligeable.

Explications
La médiane permet de partager 'univers en deux événements dont les probabilités sont
les plus proches possibles de % ; tout en préservant 'ordre des issues élémentaires.
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C Image d’une variable aléatoire par une fonction

Propriété 1.10

Si X est une variable aléatoire de 2 dans X () et u : X (2) — R une application,
alors u(X) définit une nouvelle variable aléatoire sur €.

Exemple
Dans le cas d’un double lancer de dés, on peut par exemple associer un gain a
chaque résultat.
On note X la variable aléatoire correspondant & somme des valeurs des deux dés,
et u application qui définit le gain en fonction du résultat.

[2,12] - R

) 10 six =12
v o {1 size[911]
—1 sinon
1
OntrouvedoncP(u(X):10):P(X:12):£
4 3 2 9 1
PulX)=1)=P(X 1MMH= -+ —+ —=— ==
(w(X) =1) =P(X € [9,11]) = 36 73636~ 1
1 9 26 13
PuX)=-1)=1-P(u(X 1N=1- - - — = = __
(u(X) ) (u(X) # 1) %36 " 36" 13

On peut alors construire le tableau avec les nouvelles probabilités.

y ~1 | 1 | 10

26 9 1
36 36 36

Explications

Cela consiste a refaire exactement ce que nous avions fait en début de chapitre
avec X, mais au lieu de passer de l'espace probabilisé « naturel » (2,P) dans
(X (‘Q),Px), on passe cette fois-ci de 'univers (X (2) ,Px) dans un nouvel univers
(o X) (), Puox):

Cela revient a considérer la variable aléatoire u o X au lieu de X.

2 ESPERANCE ET ECART TYPE

A Indicateur de position

— Définition 2.1 (Espérance d’une variable aléatoire et théoreme de transfert) —

Soit X une variable aléatoire finie de 2 dans R.
L’espérance de X est définie par

E(X)= Y zP(X=u).

TEX(Q)

Lorsque E(X) = 0, on dit que la variable aléatoire est centrée.

L’espérance est parfois aussi appelée la moyenne, elle représente simplement la valeur
moyenne de X sur un trés grand nombre d’expériences.

Le terme d’espérance fait référence a la théorie des jeux. Il représente le gain
moyen que je peux espérer aprés un grand nombre d’essais.

Dans la pratique, pour calculer I’espérance, on utilise souvent la deuxiéme expression.
En effet, elle a 'avantage de ne pas faire intervenir ["univers initial explicitement, mais
uniquement 'univers image.

Exemple
Calculer la valeur moyenne de la somme lorsqu’on lance deux dés équilibrés.
Calculer 'espérance du gain (voir exercice page 5).
Solutior}Q:

E(X) =) kP(X =k)

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
_236 +336 +436 +536 +636 +736 +836 +936 +1036 +1136 +1236.
EX)=T7.
Si on considére l'espérance de gain a partir de la loi u(X) définie précédemment :
E(u(X))= -2 + 5 + 1055 = —= ~ —0,19.
L’espérance de gain est négative, nous n’avons pas intérét a jouer & ce jeu. Nous
perdrions en moyenne 0,19 & chaque coup.

Exemple (La roulette)
La roulette est composée de 37 numeéros : [0, 36].
Faire un pari simple consiste a parier sur la moitié des numéros sauf le 0.
Par exemple, vous pariez sur les rouges.
Si un rouge sort, vous gagnez une fois votre mise, si un noir sort, vous perdez
votre mise, et si le zéro sort, vous perdez la moitié de la mise (pour simplifier).
Calculer I’espérance de gain.
Solution :
On définit donc la variable aléatoire qui associe & chaque événement son gain algébrique :
e Si w est un numéro rouge : X (w) =1,

e Si w est un numéro noir : X (w) = —1,
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Vz € X(Q), z > 0 par hypothése, et P(X = x) > 0 par définition d’une probabilité.
Donc Vz € X (), zP(X = z) > 0, et par somme de termes positifs, E(X) > 0.

Si X est une variable aléatoire, alors sa variable aléatoire centrée est X — E(X).

6
e X(0)=—1. 4. Positivité :
L’espérance de gain est donc
1 1 18 18 11 1
EX)=1xPX=1)-1xPX=-1)—-PX=—-2)="F2—— —=-— =——. i .
(X) x P( ) x P( ) B ( 2) 37 37 237 74 5. Croissance :
. C’est une conséquence de la linéarité et de la positivité avec pour X > Y,
Donc un joueur perd en moyenne 7—14eme de sa mise a chaque coup lorsqu’il fait un pari EX)-EY)=EX-Y)>0.
simple.
Exemple Exemple
Donner espérance d’une variable uniforme sur [1,n].
Solution :

Si X suit une loi uniforme sur [1,n], alors

— Propriété 2.2 (Propriétés élémentaires)

X et Y désignent deux variables aléatoires réelles.
1. L’espérance est linéaire : V(a,b) € R?, E(aX +bY) = aE(X) + VE(Y).
2. Si JaeR, Ywe Q, X(w) =a, alors E(X) =a.

L’espérance d’une variable constante est égale & cette constante.
3. |E(X)| <E(|X]) (inégalité triangulaire).

4. L’espérance est positive : si Vw € Q, X(w) > 0, alors E(X) > 0.

5. L’espérance est croissante : si Vw € 2, X(w) < Y(w), alors E(X) < E(Y).

A La positivité de I'espérance ne veut pas dire que E(X) est toujours positive. C’est
a comprendre dans le méme sens que la positivité de U'intégrale par exemple.

Preuve
1. Linéarité : Admis.
2. Espérance d’une constante :

Sivw e Q, X(w) =a,alors E(X): > aP(X =a)= Y al =a.

3. Inégalité triangulaire :

|E(X)|=| Y  2P(X =n2)
zEX(Q)
< Z |aP(X =z)| (inégalité triangulaire)
zeX(Q)
< Z || P(X =) (probabilité positive)
zeX(Q)
<E(|X|) (théoréme de transfert 2.3 vu plus loin).

La linéarité de I’espérance montre bien que cette nouvelle variable aléatoire est
d’espérance nulle.

Exemple (Indicatrice)
Quelle est 'espérance de 14 pour A une partie de Q 7
Solution :

E(l4) = > 1xP{w})+ Y 0xP({w})=P(A).

wEA wgA

Exemple
Soit X une variable aléatoire réelle, quelle est I'espérance de 1[4, (X) ?
Solution :

E(lay(X)= > 1xP{uh+ > 0xP{w})=P(X € la,b).

X (w)€Ela,b) X(w)gA

Théoréme 2.3 (Théoréme de tmnsfert)l
Soit X une variable aléatoire de Q sur X (Q) et u: X (2) — R,

zeX ()

On dit la méme chose que la premiére expression de la définition. On remplace
simplement 'univers {2 par X (), et P par Px.
La variable aléatoire considérée n’est plus X sur €2, mais u sur X (Q).

Preuve
Admis [ |

Exemple
Nous avions calculé directement ’espérance de gain avec le lancer des deux dés.
On peut aussi faire le calcul avec le théoréme de transfert (méme si, dans cet
exemple c’est plus plus compliqué puisque nous avions déja calculé la loi de
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zeX(Q)
12
= Zu(w)P(X =)
=1
1 3 4 5
—u(1 2)— = 2
(1) 0+ (2) e () + ) 2+ u(5) ok u(E) s
6 5 4 3 2 1
— — 1 11 12
—|—u(7)36—|—u(8)36+u(9)36+u( 0)36—|—u( )36+u( )36
ol 2 3 56 54 8T o T
o 36 36 36 36 36 3 36 36 36 36 36
7
= —-——~ —0,19.
36 ’

On retrouve le résultat précédent, et on voit bien que dans notre calcul, si on
avait factorisé la somme par les valeurs communes de u(x), on aurait retrouvé
I’expression calculée sans le théoréme de transfert.

A Il en faut pas se tromper sur le théoréme du transfert, en général :

E (u(X)) # u (E(X)) .

Par exemple si X suit la loi : P(X =1) =P(X = —1) = £, on pose Y = +.
PY=1)=P(+=1)=P(X =1) =1 et de méme, P(Y =-1) =1
E(X) =E(Y) =0 mais ﬁ n’existe pas ! (on ne peut pas diviser par 0).

Définition 2.4 (Moment d’ordre k)

Pour X une variable aléatoire finie, on désigne le moment d’ordre k de X par

Exemple
Le moment d’ordre 1 est ’espérance.

Remarque : Dans cette définition, on a utilisé le théoréme de transfert pour exprimer
le moment d’ordre k.

B Indicateurs de dispersion

— Définition 2.5 (Variance)

La variance d’une variable aléatoire X est définie par

V(X)=E ((X - E(X))2> .

C’est le moment d’ordre 2 de la variable centrée X — E(X).

Explications

Le principe de la variance est de mesurer une dispersion, c’est-a-dire un étalement
des valeurs.

Elle mesure donc un étalement moyen autour de ’espérance. Comme I’écart moyen
entre X est E(X) est toujours nul par linéarité de la moyenne, on étudie ici
« la moyenne du carré de ’écart & la moyenne ».

A La variance n’est pas homogene avec X : lorsque X désigne une longueur, V(X)
désigne une longueur au carré. Il s’agit d’un rapport quadratique.

Propriété 2.6 (Formule de Kenig-Huygens)

V(X)=E(X?) - (E(X))Q.

C’est cette formule que ’on utilise en pratique pour le calcul de la variance.

Preuve
11 suffit de développer le carré et d’utiliser la linéarité de E.

—E ((X — E( X))2) = B (X? - 2XE(X) + E(X)?)

(B(X)?)
(car B(X) et E(X)? sont des constantes)

=E(X?) - 2E(XE(X)) + E
E (X?) - 2E(X)* + E(X)’
=E (X?) - E(X)%

(par linéarité)

Propriété 2.7

Pour toutes constantes réelles a et b,

V(aX +b) =a*V(X).

Explications

Il est intuitif que V est insensible a I’ajout d’une constante : la translation des valeurs
ne modifie pas leur dispersion.

Par contre, ’homothétie par a influence également la dispersion : c¢’est un changement

d’échelle. Comme la variance est quadratique, elle est multipliée par a?.
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Preuve
V(aX +b) = E ((aX +b)?) — (E(aX +b))* [

=E (a®°X? + 2abX +b°) — (aE(X) +b)*
=d°E (X?) + 2abE(X) + b* — a’E(X)? - 2abE(X) — b° = a*V(X).

Propriété 2.8

La variance est une grandeur positive : pour toute variable aléatoire X, V(X) > 0.

Remarque : ici, on a bien V(X) > 0 méme si X prend des valeurs négatives. Ce n’est
pas la méme notion que la positivité de ’espérance qui suppose X > 0.

Preuve
La variable aléatoire (X — E(X))? est 4 valeurs positives. La positivité de 'espérance
permet de conclure. |

Cette positivité de la variance permet de définir I’écart type :

Définition 2.9 (Ecart type)

L’écart type d’une variable aléatoire X est défini par

Une variable est réduite lorsque son écart type est égal a 1.

C’est la raison pour laquelle on note souvent la variance V(X) = 0?(X) = 0%.

L’intérét de lécart type est qu’il est homogéne avec X : il est dans la méme unité
que X.

Propriété 2.10

Pour toutes constantes réelles a et b,

o(aX +b) = |a| o(X).

A Ne pas oublier la valeur absolue !

Preuve
A faire en exercice. u

Exemple (Variable aléatoire centrée réduite)
Si X une variable aléatoire réelle non certaine, alors o(X) # 0 et on peut poser

_ X -E(X)

0x

Y

Montrer que Y est une variable aléatoire centrée réduite.
Solution : X _B(x
Par linéarité : E(Y) = E <_7()

ox

) == (E(X) — E(X)) = 0, donc la variable

ox

est centrée.
X -E(X)

ox

oy =0

) = i(o’(X — E(X))) = i(7(X) = 1, donc la variable est
gx ox
réduite.

C Fonction génératrice (hors programme)

Cette notion est hors programme, nous en esquissons simplement le contour car elle
est simple, elle facilite les calculs, et elle se retrouve facilement dans les sujets de
concours.

Cette partie constitue donc davantage un exercice a savoir refaire, qu'un ensemble de
propriétés a connaitre par cceur.

— Définition 2.11 (Fonction génératrice)

Soit P une probabilité sur un univers {2 et X une variable aléatoire définie sur 2 et
a valeurs dans [0, n].
On définit la fonction génératrice de X par

G(x) = ER:P(X = k)z".
k=0

La fonction génératrice est une application polynomiale. Nous pouvons donc utiliser
tous les outils d’analyse et sur les polynémes pour I’étudier. Ses dérivées successives
correspondent aux moments de la variable. En particulier, on retrouve facilement
Pespérance et la variance (qui correspond au moment centré d’ordre 2).

Propriété 2.12

e G(1)=1,
o G'(1) = E(X),

o G"(1) = E(X(X — 1)) dou V(X) = G"(1) + G'(1) — G'(1)2.

Preuve . .
G =Y PX=k1"=) P(X=k =1
k=0 k=0
car { [X = k|, k € [0,n] } forme un systéme complet d’événements.

G'(1) =) kP(X =k)1*"' = kP(X = k) = E(X).
k=0 k=0

G'(1) = Zn:k(k —1)P(X =k)1* % = Zn:/c(/q ~1)P(X =k) = E(X(X — 1))
(d’aprés lka:?ormule de transfert). =
V(X)=E (X?) - (B(X))*
—E(X(X - 1)+ X) - (¢'(1)* [

—E(X(X -1)+EX) - (¢'(1)*=a"(1) +G'(1) — (G'(1))*.
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3 LoOIS USUELLES

Voici un apergu rapide des principales lois que l'on rencontre en probabilités finies.
Pour l'essentiel, elles ont été vues au lycée.

Lors de 'apprentissage, il est vivement conseillé d’apprendre ’exemple type associé
a chaque loi.

A Loi certaine

Exemple (Ezemple type : situation déterministe)
Un processus physique (macroscopique) dont on connait parfaitement les condi-
tions initiales, les conditions de déroulement, et dont on peut donc prévoir ’issue
avec certitude. L’événement certain correspond souvent & une constante que ’on
ajoute ou soustrait a une autre loi (par exemple une mise initiale dans un jeu de
pari : on est totalement str de la mettre, quelque soit le tirage qui va suivre).

— Définition 3.1 (Loi certaine)

Une variable aléatoire X définie sur ) suit une loi certaine,
¢l existe m € R tel que P(X =m) = 1.
On alors X () = {m}.

— Propriété 3.2
Pour une loi certaine égale & m.

A 3

m m

Loi de probabilité Fonction de répartition

— Propriété 3.3

Si X est de loi certaine égale & m, alors

E(X)=m et V(X)=0.

B Loi uniforme : situation équiprobable

Exemple (Ezemple type : lancer d’un dé)
On lance un dé (équilibré) a 6 faces, on note X la variable aléatoire correspondant
au numéro obtenu.

Vk € [1;6], P(X = k) = %

— Définition 3.4 (Loi uniforme)

Soit X une variable aléatoire définie sur Q & valeurs dans [1,n], on dit que X suit
une loi uniforme si )

Vk e [1,n], P(X =k) = e
On note souvent X ~ U([1,n]) ou X — U([L,n]).

Remarque : Le signe ~ n’a rien a voir avec les équivalents en analyse.

— Propriété 3.5
Si X suit une loi uniforme dans [1,n],

1, —
i —
i —
3 1 —
I I
1 2 3 4 n 1 2 3 4 n

Loi de probabilité Fonction de répartition

— Propriété 3.6

Si X une loi uniforme sur [1,n], alors

Remarque : On a vu que la réciproque est vraie.

1
E(X) = 22
2
Preuve
- nn+1)1 n+1
E(X)=> kP(X =k) = (2 )ﬁ: . [
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Exemple (Variance de la loi uniforme)
Calculer V(X).

Solution :
V(X)=E(X?) -E(X)* = f: FP(X =k) — E(X)?

o+ 1D)@2n+1) 1 41\
-ty (o)
_n+1/n@2n+1) n+1
) ( 3 2)
= ”;;1 (2(2n+1) — 3(n + 1))
n+1
=y b -

C Loi de Bernoulli : tirage a deux issues

Exemple (Ezemple type : lancer a deux issues)
Une piéce truquée posséde p chances de tomber sur pile (succeés) et ¢ =1 —p
chances de tomber sur face (échec). On définit la variable aléatoire X qui teste
si pile est sorti : X vaut 1 si on obtient pile, et 0 sinon.

P(X=1)=p et P(X=0)=1-p.

— Définition 3.7 (Loi de Bernoulli)

Soit X une variable aléatoire définie sur  a valeurs dans {0, 1}.
Pour p € [0, 1], on dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p si

PX=1)=p et PX=0=1-p=gq.

On note X ~ B(p) ou X — B(p).

Remarque : En général X () = {0,1}, mais si p = 0, alors X(Q2) = {0} ousip =1,
alors X (2) = 1. Ce sont des cas critiques qui correspondent a la loi certaine.
Certains ouvrages excluent ces situations de la définition de la loi de Bernoulli.

— Propriété 3.8

Pour une loi de Bernoulli de paramétre p,

-—_—
1—p —

D I

0 1

Loi de probabilité Fonction de répartition

— Propriété 3.9

Soit X une variable aléatoire de loi B(p),

E(X) =p,

Exemple
La loi 14 suit une loi de Bernoulli de paramétre p = P(A).
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D Loi binomiale : tirages avec remise

Exemple (Ezemple type 1 : tirages avec remise)
On dispose d’une urne avec N boules, dont R sont rouges et N — R sont jaunes.
On effectue n tirages successifs avec remise, la probabilité d’obtenir exactement
k boules rouges parmi les n tirages est

P(X = k) = (Z) w.

Exemple (Ezemple type 2 : répétitions indépendantes d’une épreuve de Bernoulli)
On reprend la piéce de I'épreuve de Bernoulli, et on effectue n lancers indépen-
dants.

On définit la variable aléatoire X qui compte le nombre de fois que ’on a obtenu
pile (nombre de succeés).

— Définition 3.10 (Loi binomiale)

Soit X une variable aléatoire définie sur 2 a valeurs dans [0, n],
Pour p € [0, 1], on dit que X suit une loi binomiale de paramétres n et p si

Vk € [0:n], P(X = k) = (Z)pk(l —p)nk,

On note X ~ B(n,p) ou X — B(n,p).

Remarque : D’aprés la formule du bindéme de Newton, on retrouve bien

n

P(Xec[0,n])=Y (Z)pk(l —p)R =1,

k=0

La remarque vue pour la loi de Bernoulli & propos du paramétre p est aussi valable
pour la loi binomiale.

— Propriété 3.11 (Interprétation de la loi binomiale)

Si X est la variable aléatoire égale au nombre de succés obtenus par la répétition
indépendante de n expériences de Bernoulli de méme parameétre p € [0, 1],
alors, X suit une loi binomiale de paramétres n, p : X ~ B(n,p).

Autrement dit :
Soit n € N*, et Vi € [1,n], X; ~ B(p) (indépendantes entre elles). Si on pose

X =5 X;, alors

i=1

X ~ B(n,p).

Preuve

e preuve « intuitive » : Soient n et k fixés.
Les tirages successifs s’écrivent comme un n-uplet, composé de succés S et d’échecs S.
Un événement élémentaire qui vérifie X = k, peut donc s’écrire :

s s8 S s SSS8 - 8

n tirages dont k succés S et n — k échecs S

On note S; : « le i*™° tirage donne un succes ».
La probabilité de I’événement donné ci-dessus en exemple s’écrit :

P(S51N8:NS3N---NS,).
Or les événements sont indépendants entre eux, donc
P(S1NS: N8N N5) =P (S1) P(S:) P(S) P (5m).
Et Vi € [1,n], P(S:) =p,
P(5)=1-p.
Dans le produit, il y a k succés et n — k échecs, la probabilité précédente s’écrit donc

P(SIQSQQQQ...QE):pk(l—p)nik.

Or [X = k] correspond & 'union de tous les « événements anagrammes » du précédent.
Ces événements sont incompatibles, donc la probabilité de I'union est égale & la somme
des probabilités. Ils ont tous la méme probabilité p*(1—p)™~* et il y en a au total (}).
Donc

P(X=k)= (Z)pk (1—p)" "

e preuve « formelle » : Avec les notations précédentes.
On note Py, I'ensemble des parties a k éléments de [1, n].

X=H=U [(D, Si) " (jeﬂpn]]\fsj>

Et cette union est disjointe (événements incompatibles) car les I € Py, sont supposés
deux & deux différents.

Donc P([X =k))= > P (ﬂs) N A
IePy, iel Je,nI\I
Or les événements (S;);ecq1,n] sont indépendants, donc

pix-i)- ¥ (Te) (1T #@)
IePy, \i€l jel1,n]\I
-3 (I) (I en
1€P), \iel jeltn\I
= Z PP —p)F (car Card I =k et Card ([1,n]\I) =n —k)
1ePy,

(Z’)pk(l —p)k (car Card Py, = (Z) ).
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Lois de probabilités en fonction du parameétre p.
A A
1 B(20;0,5) ] B(20;0,3)

|||H||| N .|||, ||;. N

5 10 15 5 10 15

A
B(20;0,15)

\]

On remarque que lorsque p = 0,5 les probabilités sont symétriques par rapport a la
moyenne, mais pour p # 0, 5, il existe une asymétrie d’autant plus marquée que p est
loin de 0, 5.

On remarque également que la distribution ressemble & une gaussienne (courbe en
cloche).

Lorsque n tend vers +oo, la loi binomiale tend vers la loi normale (le théoréme
central limite nous dit que c’est le cas de toutes les lois construites sur ce modéle :
la répétitions de n expériences indépendantes qui suivent la méme loi).

Propriété 3.12

Soit X une variable aléatoire de loi B(n,p),

E(X)=mnp,  V(X)=np(l-p)=npg, ox =/np(l —p) = /npq.

Preuve
Si on note Vi € [1,n], X; une loi de Bernoulli de paramétre p.

On peut alors écrire X sous la forme X = Z Xi.

Alors E(X <ZX>—ZE( Zp—np

i=
Pour la variance, on n’a pas de telle formule (actuellement). On est donc obligé d’aller
au charbon.

D’aprés Keenig-Huygens, V(X) = E (X?) — (E(X))’=E (X?) = (np)°.

k=0 k=(1
= Z nk (Z B 1);0’“(1 —p)nF (formule sans nom)
k=1
n—1 1
= Z n(k+1) (n & )pk+1(1 yrRet (changement d’indice)
k=0
n—1

|
3
=~

— n—1\ . ) ek
_ ( . )pk+1(1_ k=1 ( > k+1 (1-p) k—1
k=0
“— (n-1 “—(n-1
—npzk< L >pk(1—p)” " np ( A )pl"(l—p)"_k_1

k=0
PPA—p)" T fpl (binéme de Newton)

n—2

E(X*)=nn-1p") <n A 2>p'“(1 -p)" F +p

k=0
=n(n—1)p° +np (bindéme de Newton)
=np(np —p+1).
Donc
V(X) = np(np — p+1) — (np)* = np(1 - p).

autre preuve : avec la fonction génératrice.
La fonction génératrice de la loi binomiale peut s’écrire :

= Zka(X =k)= Zwk (Z)pk 1-p)" " =@p+1-p"
k=0

Or B(X) = Gk (1), et B (X (X—2 )) = G%(1). .
Donc V(X) = E (X?) — (E(X))?* = E (X(X — 1) + X) — (E(X))
=E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))?
= G%(1) + G (1)(X) — (Gx(1))*.

VY € R, G'x(z) =np(zp+ 1 —p)" L. Donc E(X) = G’ (1) = np.
vz € R, G%(x) = n(n — D)p?*(zp +1 — p)" 2. Donc G% (1) = n(n — 1)p?
Ainsi V(X) = n(n — 1)p° + np — (np)® = np(1 — p). [ ]
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E Loi hypergéométrique : tirages sans remise

Exemple (Ezemple type : n tirages sans remise)
On dispose d’une urne avec N boules, dont R sont rouges et N — R sont jaunes.
On effectue n tirages successifs sans remise, la probabilité d’obtenir exactement
k boules rouges parmi les n tirages est

() Cid)
()

C’est le méme résultat que pour un tirage simultané de n boules.

P(X =k) =

— Définition 3.13 (Loi hypergéométrique)

Soient N,n € N*,

Soit X une variable aléatoire définie sur 2 a valeurs dans [0, n],

Pour p € [0, 1]},

on dit que X suit une loi hypergéometrique de paramétres N, n et p si

)

On note H(N,n,p) la loi hypergéométrique de paramétres N, n, p.

pN) (1-p)N
Vk € [0;n], P(X =k) = M

X ~H(N,n,p).

Par rapport a I’exemple précédent, p = %

parmi les NV boules présentes initialement.

représente la proportion de boules rouges

Propriété 3.14

Soit X une variable aléatoire de loi H(N,n,p),

E(X) = np.

Lemme 3.15 (Rappel : Formule de Vandermonde)

Soient n,m,k € N*, avec k < n+ m.

(-2 (6

Cette formule n’est pas explicitement au programme, mais peut intervenir facilement
dans des exercices : il faut donc savoir la redémontrer.

1. On choisit p tel que pN € N*.

Preuve
L’idée (comme souvent pour ce genre de relations) est de repasser aux polynomes.

A+X)"" =1+ X)"1+X)™

=S (- )r

=0 j=0
m-+n n m
=225 ()0
k=0 =0 j=0

On identifie le coefficient de X* dans les deux expressions :
Dans la deuxiéme expression, pour i > 0 fixé, j = k — i > 0. Donc i varie dans [0, k]

(0 -2 06")

| ]
Preuve
- SWOS) 1 & (R (N=-R
EX)= kP(X =k) =Y krlnk/ = N
2 2 e ) s
1 <« R-1\(N-R 1 < R-1 N-R
oo ey i R o0 e [
n—1
(n) 3=0 J n—1- J
= ﬁR (R B ;Jijj B R) (Formule de Vandermonde)
— % (Z:;) = % (Ecrire les factorielles et simplifier)
= np.
| ]

— Propriété 3.16 (Approzimation de la loi hypergéométrique par la loi binomiale)

Soit n € N, et p € [0, 1],

H(N,?Lp) B(?Lp).

%
pNeN, N-—+oo

Cest-a-dire que Vk € [0;n],

()

()

ny K n—k
1-— .
pNEN, N-—+co (k)p( r)
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Preuve N N
() ()
)
O (Np) _ ! (NpWNp—1)- - (Np—ktD)  (Vp)
k El(Np — k)! k! N—too k!
) N(1 - N1 —p)"F N N"
de méme ( 73_ kp)) N_:\;QQ 7( ((n _pk?))! et <n> N—>N+oo v

Donc par quotient et produit : P(Xy = k) N P(X =k). [ ]
—+o0

Soient Xy ~ H(N,n,p) et X ~B(n,p), P(Xnv=k)=

Exemple
Lorsque 'urne est trés grande par rapport au nombre de tirages, on voit intuitive-
ment que le fait que le tirage soit avec ou sans remise est sans grand influence :
Supposons que je sélectionne 5 individus au hasard parmi la population francaise.
Que je m’autorise ou non de piocher plusieurs fois de suite la méme personne ne
change rien concrétement car la probabilité de tirer deux fois de suite une per-
sonne est négligeable.

4 INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV

Remarque : Tchebychev est une translittération, on pourra trouver d’autres or-
thographes comme Chebyshev.

Propriété 4.1 (Inégalité de Markov)

Soient X une variable aléatoire réelle positive et a > 0,

Preuve

EX)= Y 2PX=2)=) aP(X=2)+)» aP(X =2)

z€X(Q) z<a r>a
> Z 2P (X =) car X est a valeurs positives.
T=a
> aP (X =)
x>a

>aP (X >a).
Donc par passage au quotient (a > 0), on obtient 'inégalité voulue.

Autre preuve (plus formelle, mais plus générale aussi).

La fonction alfs oo vaut : 0 pour z < a,

a pour T = a.
On a donc Vz € R, = > aly 4o0((2). X ©
Comme les fonctions précédentes sont croissantes, ‘ s

on peut composer a droite par X. x> aljg oo

Vw € Q, X (w) = aljgtoo] (X (w)).

Clest-a-dire X > aljq 4oo(X).
On passe a Pespérance qui est croissante :

E(X) 2 aE (1jg;400((X)) = aP(X > a).

Théoréme 4.2 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)

Soient X une variable aléatoire réelle et a > 0,

2
P (|X ~E(X)|>q) <2

Explications

Cette inégalité offre une fagon d’interpréter la dispersion d’une variable aléatoire :
les résultats sont d’autant plus concentrés autour de ’espérance que ’écart type est
faible : la probabilité d’avoir un résultat éloigné de I'espérance décroit avec 1’écart

type.
La distance a I'espérance est traduite par | X — E(X)| > a. La probabilité d’avoir la

valeur de X éloignée de plus de a de ’espérance est majoré par (%‘)2
Preuve

X —E(X)|>a < (X -E(X))*>d.
Donc P (|X — E(X)| > a) =P ((X — E(X))* > a®).
On applique ensuite I'inégalité de Markov & X — E(X) (on centre la variable). ]

— Corollaire 4.3

Soit X une variable aléatoire réelle, soit a > 0,

2

g
P|X -EX) <a)>1- a—;f

Exemple
Donner un majorant de la probabilité de s’éloigner de plus de 100 x de la moyenne
pour une épreuve donnée.
Solution :
L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne la majoration :

2
P(|X — E(X)| > 100x) < —X

S (ooxye = 1%
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Exemple
Un tireur a une probabilité de 70% de toucher sa cible & chaque coup. Chaque
coup de fusil est indépendant des précédents.
On note X le nombre de fois qu’il a atteint sa cible.
A partir de combien de séances de tir peut-on affirmer que la probabilité d’avoir
taux de succes entre 60% et 80% est supérieur a 90% 7

Solution :

On note X,, la variable aléatoire qui correspond au nombre de succés pour n coups de
fusils.

Si on pose p = 0,7, alors X,, ~ B(n,p) et E(X,) =np, V(X,) =np(1l —p).

Xn Xn
On cherche donc P <0, 6 < - <0, 8) =P <’7 -0, 7‘ <0, 1)

=P(X,.—-0,7n|<0,1n)
—P(|IX, —E(X.)| <0, 1n)
> P (X, —E(X,)| <0, 1n)

>1- LX")Q Bienaymé-Tchebychev
(0, 1n)
np(l —
1o p( 1;)
(0, 1n)
0,7x0,3
>1-=2"-"2"=
>1 0, 12n
>1- 2

n
On veut donc que 1 — % > 0,9, c’est-a-dire n > 210.
A partir de 210 coups tirés, la probabilité qu'il ait atteint la cible entre 60% et 80% des
fois est supérieure a 90%.
Exercice
Déduire des propriétés précédentes que

E(X
1. Pour a > 0 et pour une variable aléatoire réelle X positive, P (X > a) < ( )
a
o2
2. Pour a > 0 et pour une variable aléatoire réelle X, P (| X — E(X)| > a) < —)2(
a
ox

3. Pour a > 0 et pour une variable aléatoire réelle X, P (| X —E(X)| <a) > 1——-.
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