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Applications linéaires en dimension finie

1 Applications

Exercice 1 (Vrai-Faux)
Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

1.
{

R2 → R2

(x, y) 7→ (5x+ 2y, x− y) .

2.
{

R2 → R2

(x, y) 7→ (xy, y)
.

3.
{

R2 → R3

(x, y) 7→ (x+ 1, y, x+ y)
.

4.
{

R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x+ y, z)
.

5.
{

R3 → R4

(x, y, z) 7→ (x, x, x, x)
.

6.
{
C1(R,R) → C(R,R)

f 7→ f ′ + 5f
.

Exercice 2 (*)
Soit f : R2 → R2 définie par f(x, y) = (x+ y, x− y).
Montrer que f est un automorphisme de R2 et donner
sa réciproque.

Exercice 3
On note (e1, e2, e3) la base canonique de R3.

1. Montrer que la donnée


ϕ(e1) = e1 + e2

ϕ(e2) = e1 − e2
ϕ(e3) = e1 + λe3

définit

un unique endomorphisme ϕ ∈ L(R3).

2. Soit x = (α1, α2, α3) ∈ R3. Calculer ϕ(x).

3. Quelle valeur donner à λ pour que ϕ soit injective ?
soit surjective ?

2 Images et noyaux

Exercice 4 (*)
Donner l’image et le noyau de

1. (x, y) 7→ (x+ 3y, x− 3y).

2. (x, y) 7→ (x, y, x+ y).

3. (x, y, z) 7→ (x+ y + 2z, 2x− 3y + z).

4. (x, y, z) 7→ (x− y + z, x+ 5y − z, 2x+ 2y + 3z).

5. (x, y, z) 7→ (x − y − z + t, x + 2y + z − t, 3x − z +
t, 2x− y + t).

Exercice 5 (**)
Soient E,F,G trois espaces vectoriels,
f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G).
Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1. Interpréter la proposition « g ◦ f = 0L(E,G) » avec
Im f et ker g.

2. Montrer que f (ker(g ◦ f)) = ker g ∩ Im f .

3 Écriture matricielle

Exercice 6 (*)

Soit M =

−11 7 0 3
0 1 11 2
1 0 7 1

.

On note uM l’application linéaire canoniquement asso-
ciée à M (dans les bases canoniques de R4 et R3).
Déterminer des bases de keruM et ImuM .

Exercice 7 (**)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et f un au-
tomorphisme de E. Montrer qu’il existe deux base B et
B′ telles que la matrice de f entre les bases B et B′ soit
la matrice identité de taille n.

Exercice 8 (**)
Soit (e1, e2, e3, e4) la base canonique de R4

Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R4

tel que

• f(e1) = e1− e2 + e3,

• f(2e1 + 3e4) = e2,

• ker f = {(x, y, z, t) ∈ R4, tels que
x+ 2y + z = 0 et x+ 3y − t = 0}.

Indication : on pourra chercher une base de ker f.

Exercice 9 (**)

Soit A =

(
2 3
1 1

)
et soit φ :

(
M2(R) → M2(R)
X 7→ AX

)
.

Montrer que φ est linéaire et donner sa matrice dans la
base canonique (ordonnée par l’ordre lexicographique).
Préciser kerφ et Imφ.
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