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ARITHMETIQUE

1 POUR COMMENCER

Exercice 1 (*)
En utilisant ’algorithme d’Euclide, déterminer les PGCD des nombres suivants :

1) 3465 et 1764. 2) 4310 et 1755

Exercice 2 (*)
1) Décomposer en facteurs premiers 588.

2) Décomposer en facteurs premiers 525.

Exercice 3 (*)
1) Donner le reste de la division euclidienne de 52°°! par 6.
) Donner le reste de la division euclidienne de 3%° + 509 par 17.
3) Montrer que 7 divise 324549 — 1.
)

Calculer le reste de 9194 modulo 3 et modulo 4.
En déduire le reste modulo 12.

Exercice 4 (*)
Résoudre 1’équation d’inconnues (z, y) € Z? : Tz — 12y = 3.

Exercice 5 (*)

Démontrer le lemme de Gauss avec les valuation p-adiques.

Ezercice formel : pour établir le théoréme de décomposition et donc les valuations
p—adiques, on a besoin du lemme de Gauss...

Exercice 6 (*)

Démontrer, en utilisant les valuations p-adiques que a|b et a’|b avec aAa’ = 1, implique
/

que aa’|b.

Exercice 7 (** (*))
1) Trouver deux entiers (a, b) € Z2 tels que a Ab =12 et a V b = 60.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur d et m entiers naturels non nuls
pour que le systéme d’équations aAb = d et a Vb = m d’inconnues a et b admette
au moins une solution.

3) Déterminer en fonction de d et m dans N*, le nombre de solutions du systéme
aNb=detaVb=m.

Exercice 8 (*)
Résoudre @ 27 [11]
n=4][7]

Exercice 9 (*)

1) Passage auz sous-familles.

(a) Montrer que si (ay, - - ap) € Z™ forme une famille d’entiers premiers entre
eux deux & deux, alors, pour toute sous famille, les entiers sont encore
premiers deux & deux entre eux.

(b) Montrer par contre, que s'’ils sont premiers entre eux dans leur ensemble,
alors il peut exister des sous-familles ou les entiers ne sont pas premiers
entre eux dans leur ensemble.

2) Refléchir aux énonceés correspondants pour des familles complétées.

Exercice 10 (**)
Montrer que pour tout n € N, n® — 5n2 + 4n est divisible par 120.
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2 ENTRAINEMENT
Exercice 11 (*)
Résoudre pour n € N, 3 x 4" = -2 [11].

Exercice 12 (*)
Montrer que a?|b? = alb.

Exercice 13 (*)
Soit a € Z. Montrer que a® # 3 [4].

Exercice 14 (*)
Montrer que pour tout entier naturel n, 247+ 4 34n+1 = ( [5].

Exercice 15 (*¥*)
Rédoudre dans Z2, z2 — 7y% = 3.

Exercice 16 (**)

1) Justifier la régle : « un nombre est divisible par 3 si, et seulement si la somme
de ses chiffres est également divisible par 3 ».

2) Montrer que la méme régle s’applique avec 9.

3) Une telle régle s’applique-t-elle avec 7 ?

Exercice 17 (**)

n
Soit @ = [] py* avec les p;, des nombres premiers deux a deux distincts
k=1

et Vk € [[1,_71]], ap € N*.

Déterminer le nombre de diviseurs entiers naturels de a.
Exercice 18 (**)

Soit (a,n) € N* x N* tel que n > 2. Notons d = a A n.
Montrer que ad divise (a + 1)™ — 1.

Exercice 19 (**) (Nombres de Mersenne M, = 2" — 1)
Soit n > 2.

1) Montrer que si 2" — 1 est premier, alors n est premier.
Remarque : La réciproque est fausse, 211 — 1 = 23 x 89.

2) Plus généralement, soit a > 2.
Montrer que si a’™ — 1 est premier impair, alors a = 2 et n est premier.

Exercice 20 (**) (Nombres de Fermat)
Pour n € N, on définit F,, = 22" + 1 le n-iéme nombre de Fermat.

n—1
1) Soit n € N*, montrer que F, —2 = [] F.
k=0
2

2) Montrer que deux nombres de Fermat distincts, sont premiers entre eux.

Exercice 21 (**)

s—1
Soit s € N*, on note ny = >, 10F =11---1.
k=0

1) On suppose que ny est premier, montrer alors que s est premier.

2) Montrer que la réciproque est fausse.

Exercice 22 (**%*)
On considére la suite de Fibonacci définie par :

uy=0,u1 =1 et VYn €N, upto = uUpy1 + Up.
Montrer que : ¥n € N*, U,y 1,1 — u2 = (=1)".
En déduire que : Vn € N, u, Aupy = 1.
Montrer que : Vn € N, Vm € N*| tptm = UmUnt1 + Um—1Un-

Montrer que pour tout (m, n) € (N*)Z7 Uy, A Uy, = Uy Am.-
Utiliser ’algorithme d’Euclide.
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3 APPROFONDISSEMENT

Exercice 23 (***)

Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

Exercice 24 (**%*)

Déterminer 2000 nombres non premiers consécutifs.

Exercice 25 (***)
On considére I’équation

(E) : X?24+Y?=27% dans N2

1) On suppose que Y et Z sont de méme parité et que X,Y, Z sont premiers entre
eux deux a deux.
Montrer que les solutions (quitte & échanger X et Y) sont nécessairement les
nombres de la forme :

X =2ab, Y=0a?-02 Z=0d’>+0b> avecaAb=1.
2) Résoudre (F).
4 EXERCICES CCINP
Exercice 26 (CCINP 86)
1) Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que : sipAa=1et pAb=1, alors pA (ab) = 1.
2) Soit p un nombre premier.
(a) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise (i)k'

puis en déduire que p divise (i)

(b) Prouver que: Vn € N, n? =n mod p.
Indication: procéder par récurrence.

(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que : p ne divise pas n <= nP~! =
1 mod p.

Exercice 27 (CCINP 94)

1) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

2) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € Z. Prouver que: (alcet blc) < ablc.

X

N dans lequel 'inconnue x appar-

3) On considére le systéme (5): {
tient a Z.

Tl
= o

17
[15]

(a) Déterminer une solution particuliére 2o de (S) dans Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (S).

Exercice 28 (CCINP 94 - version 2025)

1) En raisonnant par ’absurde, montrer que la systéme (.5): { ; i i g n’a
pas de solution x appartenant & Z.
2) (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.
(b) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € N. Prouver que: (a|cet blc) <= ablc.
x = 6 [17)
3) On consideére le systéme (S): ¢ = 5 [16] dans lequel inconnue 2 appar-
x = 4 [15)

tient & Z.

(a) Déterminer une solution particuliére xg de (S) dans Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (S).
On exprimera les solutions en fonction de la solution particuliére xg.
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