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LIMITES ET CONTINUITE

1 LIMITES

Exercice 1 (*)

Pour chacune des fonctions suivantes dire si elle admet une limite au point a, une
limite & droite, & gauche.

Si elle est définie en a, étudier sa continuité en a, a droite de a, & gauche de a.

Si elle n’est pas définie en a, étudier si elle admet un prolongement par continuité
en a.
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Exercice 2 (**)
Déterminer les limites suivantes si elles existent :
1) lima {1J . 2) Ili)rgh In(z)In(Inx).
z—0 x

Exercice 3 (**)

La fonction admet-elle une limite en +oo ?
Indication : étudier f(n) et f(n+ 1).

2 FONCTIONS USUELLES

Exercice 4 (**)
Etudier la continuité sur R de I'application
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Exercice 5 (**%*)
Etudier la continuité de la fonction définie sur R .
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3 CONTINUITE

Exercice 6 (*)
Montrer qu’un polynéme réel de degré impair admet au moins une racine réelle.

Exercice 7 (*)
Montrer qu’une application continue périodique sur R est bornée et atteint ses bornes.

Exercice 8 (**) (méthode)

1) Soient (a, b) € R? avec a < b et f continue sur a, b].
On suppose que f admet des limites finies en a et en b.
Montrer que f est bornée sur ]a, bl.

2) Montrer que le résultat subsiste pour a = —co et b = +oo.

Exercice 9 (*)

Soit f € €°([0,1];]0, 1]).

Montrer que f admet un point fixe dans [0, 1], ¢’est-a-dire qu'il existe z¢ € [0, 1] tel
que f(zo) = zo.

Exercice 10 (*)

Montrer que si f : R — R est continue et n’admet pas de point fixe, alors f o f
n’admet pas de point fixe non plus.

Montrer que le résultat n’est plus vrai si f n’est pas supposée continue.

Exercice 11 (**)
Soit f € €°(Ry, Ry ) telle que ll}rf f(z) e R.

Montrer que f admet un point fixe.
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Exercice 12 (*)
Montrer que les seules applications continues sur R & valeurs dans Z sont les appli-
cations constantes.

Exercice 13 (*¥*)

Soit f: R4 — R, continue, telle que Yz € RY, f(z) < x.

1) Montrer que f(0) = 0.

2) Montrer que pour tout (a,b) € R, avec a < b, il existe M € [0, 1], tel que
V€ [a,b], f(z) < M.

Exercice 14 (*)
Soit f : R — R une fonction bornée sur R et ¢ : R — R une fonction continue
sur R. Montrer que f o g et go f sont bornées sur R.

Exercice 15 (*¥*)
Soient @ < b deux réels, et f une fonction croissante sur |a, b] et continue en a.
Montrer que f est croissante sur [a,b]. Faire de méme avec la stricte croissance.

Exercice 16 (**)

1) Soit f une application continue surjective de Ry sur R. Montrer que pour tout
y € R, y admet une infinité d’antécédents par f.

2) Ce résultat est-il aussi valable si 'application est de R’ sur R 7 Justifier.

3) Donner 'exemple d’une application continue surjective de R sur R. Démontrer
que 'exemple est valable.

4 EQUATIONS FONCTIONNELLES

Ezercices a faire dans l’ordre. On pourra utiliser les résultats des exerices précédents
pour résoudre les suivants.

Exercice 17 (**)
Trouver toutes les applications continues de R dans R telles que

V(z,y) eR?, fz+y) = flz) + f(y).

Exercice 18 (***)
Trouver toutes les applications continues de R dans R telles que

V(l‘,y)ERQ, f(x—;y):f(x);-f(y)

Exercice 19 (***)
Trouver toutes les applications continues de R dans R telles que

V(z,y) €R?, flz+y)=f(2)+ )+ f(x) x f(y).

5 ENTRAINEMENT

Exercice 20 (*)
Montrer qu’une fonction polynomiale & valeurs dans Q est constante.
Exercice 21 (*)
n
f continue sur [O, 1], montrer que la suite (}L E fU;,@) converge et déterminer sa
k=0
limite.
Exercice 22 (**)
Trouver les fonctions R — R solution de :
y' = lyl-
Exercice 23 (**)
Soit f décroissante et continue sur R. Montrer que f admet un unique point fixe.

Exercice 24 (*¥*)

soit décroissante.

Soit f : R} — R une application croissante telle que = @)
x

Montrer que f est continue.

Exercice 25 (**%*)

Soit f continue sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1].

1) Montrer que Vn € N*, Ja,, € [0,1], f(a,) = al.

2) En supposant f strictement décroissante, montrer que Vn € N*, a,, est unique et
étudier la suite (a,).

Exercice 26 (***)

Soit f : [0, +00[ = [0, +00[ continue vérifiant
fof=1Id

Déterminer f.

Exercice 27 (***)
Soit f € € ([0,1], R) telle que f(0) = f(1).
Montrer que

1
Vn € N*, 3o, € [0,1], tel que f (an + ) = flap).
n
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