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APPLICATIONS LINEAIRES

1 POUR COMMENCER

Exercice 1 (Vrai-Faux)
Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

1 R? = R? 5 R3 — R?
(x,y) = (5z+2y,2—y) (x,y,2) = (z+y,2)
2) R2 — R2 5) R3 - R
(z,y) = (zy,y) (z,y,2) — (z,2,2,%)
3 R o R3 6 ¢ (R,R) — %(R,R)
(z,y) = (v+1y,7+y) f = ff+5f
Exercice 2 (*)
Cette application est-elle R-linéaire 7
f R — C
’ T = T

Exercice 3 (*)
Soit f : R? — R? définie par

fx,y)=(x+y,z—y)

Montrer que f est un automorphisme de R? et donner sa réciproque.

Exercice 4 (*)
Donner I'image et le noyau de

z,y) — (z + 3y, — 3y)

z,y) = (z,y,7 +y)

) (
) (
3) (z,y,2) = (v +y+222x—3y+2)
) (@,y,2) = (x —y+ 2,2+ 5y — 2,2 + 2y + 32)
) (

r,y, )= (t—y—z+t,x+2y+2z—63x—z+t,2x —y+1)

Exercice 5
On note (eq, eg, e3) la base canonique de R3.

2)

3)

ple1) =erter
Montrer que la donnée ¢ p(es) =e; —ey définit un unique endomorphisme

ples) =e1+ Xes

v e L(R3).
o

Soit z = | az | € R®. Calculer ¢(z).
o

Quelle valeur donner a A pour que ¢ soit injective ? soit surjective ?

Exercice 6
Soit (eq, e2, €3, €4) la base canonique de R*
Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de R* tel que

o f(e1) =e1—ez+es

[ f(2€1 + 364) = €9

o ker f = {(z,y,2,t) ER*, telsque z+2y+z2=0et x+3y—t=0}.

Indication : on pourra chercher une base de ker f
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2 IMAGES ET NOYAUX

Exercice 7 (*)
Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes.

) { R3 - R 3) { R3 — R2
(r,y,2) = gy (z,9,2) = (z+y,2)
R® - R R® - R3
2) { (x,y,z) — 33+y 4) { (xaywz) — (Z‘,y,Z)

5) R3 — R?
(r,9,2) = (r—y—2zr+y+2)

Exercice 8
Donner une famille génératrice du sous-espace vectoriel de R* défini par

{(5x+3y — 22,24y, 2,2 —y+2z2) | (z,y,2) € R*}

Interpréter cet espace comme le noyau d’une application linéaire.
Exercice 9 (*)

Ecrire les espaces suivants comme des images d’applications linéaires.
1) E = Vect(1,1),(1,2)

2) E =Vect(1,2,1)

3) E =Vect(1,2,1),(5,1,2)

Exercice 10 (*)

fi(x,y,2) = (ax +y+z,ax +ay + z,x + ay + az).
Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, pour que I’application soit injec-
tive/surjective/bijective.
Exercice 11 (**)

Soient (f, g) € (Z(E))?. Montrer que si f et g commutent, alors ker(g) et Im (g) sont
stables par f.

Exercice 12 (*¥*)
Soient F, F, G trois espaces vectoriels, f € L (F,F) et g € Z(F,G).
Les deux questions sont indépendantes.

1) Interpréter la proposition “go f =04 (g ¢)” avec Im f et kerg.

2) Montrer que f (ker(go f)) = kergNIm f.
2

3 RANG

Exercice 13 (*)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, V' un sous-espace vectoriel de E et
feZE).

Montrer que V. C f(V) = f(V)=V

Exercice 14 (**)
Soit f € Z(F) avec E un espace de dimension n > 1.
On définit pour tout k € N, dj, = dim (ker fk“) — dim (ker fk) .

1) Montrer que

Vk € N, 1g f*! = rg f* — dim (Im f* Nker f) .
2) En déduire que la suite (dy) est décroissante.

Exercice 15 (**)
Soit E de dimension finie n, et f € Z(F). Montrer que

(kerf:lmf) S (fZ:Oetn:Qrgf).

Exercice 16 (**)
Soit E de dimension finie, et f,g € Z(E), montrer que

rg (f) +1g(g9) —n <1g(fg) < min{rg(f),rg(g)}.

Exercice 17 (**)
Soit E un espace vectoriel, f € Z(E) tel que rg f = 1.
Montrer qu’il existe un unique A € K tel que f? = \f.
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4 ENDOMOPHISMES PARTICULIERS

Exercice 18

Soit F={(z,y, 2, t) eEK* o+y—z+t=y+t=0}.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de K*, 'ecrire comme intersection de
noyaux de formes linéaires.

Soit G = Vect ((1, 1, 1, 1), (1, 1, —1, 1)).

Montrer que F & G = K*.

Déterminer I'expression de la symétrie par rapport & F' et parallélement & G.

Exercice 19
Déterminer 'expression de la projection sur F' = Vect ((0, 1, —1)) parallélement au
plan G = Vect ((1, 0, 0), (1, 1, 1)).

Exercice 20 (*¥*)
On pose £ = R3 et on définit

F={(z,y,2z) € E tel que z+ z = 0}
G ={(z,y,2) € E tel que x =2y = z}.
1) Montrer que F' et G sont deux espaces supplémentaires dans F.
2) Calculer la projection du vecteur (z,y, z) sur F parallélement & G

3) Calculer la symétrie du vecteur (x,y, z) par rapport & F parallélement a G

Exercice 21 (**%*)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n, f,g deux endomorphismes de F
vérifiant fog =0 et f + ¢ inversible.

Montrer que rg (f) +rg(g) = n.

Exercice 22 (**)

Soit E = K[X]. On pose Q = (X — 1)(X + 2). Pour tout P € K[X], on note u(P) le
reste de la division euclidienne de P par Q.

Montrer que u est un projecteur dont on déterminera le noyau et I'image.

Exercice 23 (***)

Soit E un espace de dimension finie.

Montrer que les homothéties sont les seuls endomorphismes qui commutent avec tous
les autres (pour la loi o).

Exercice 24 (**%*)
Soit E de dimension finie, f € Z(E).
Montrer qu'’il existe g € GL(E) et p un projecteur de E tel que f = gop.

5 FORMES LINEAIRES

Exercice 25 (*)
Soit E un espace vectoriel et f € E*.
Montrer que si f # 0, alors f est surjective.

Exercice 26 (**)

Soit E un espace vectoriel et f, g, deux formes linéaires sur F.

Montrer que si, Vo € E, f(z)g(xz) =0,

alors f =0 oug=0.

Exercice 27 (*¥*)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.

On note (1, -+, ¢,) une base de E* 'ensemble des formes linéaires sur E.

1) Montrer que (), ker ¢; = {0}.

2) Montrer il existe une unique famille de vecteurs (f;);cy, ,; € E™ dont la famille
(@i)ie[[l,n]] est la base duale.
On Uappelle la base anté-duale de (p;) .

3) Soit (e, -+, e,) une base de E.
On note (e;‘)ie[[Ln]] sa base duale.
Montrer que la base anté-duale de (€7),cqy ) est exactement la base (€:);cpy, g -

4) Si E=K,[X], (ap, -+ , a,) € K" deux & deux distincts.
Pour tout i € [0, n] on note ; : P+ P(a;).
Montrer que (¢;);¢, j est une base de (Ky[X])* et donner sa base anté-duale.


https://molin-mathematiques.fr

MPSI

6 ENTRAINEMENT

Exercice 28 (*)
Pour n € Nx, on définit 'application

CJRa[X] = Ry[X]
P — P(X +1) — P(X)

1) Justifier que u € Z(R,[X])

[\

)

) Déterminer le noyau de u.

3) Montrer que Im (u) C R,—1[X].
)

4) Déterminer Im (u).

Exercice 29 (**)
Soit 9, lapplication de E = {f € €>°(R,R), f(0) = 0}, dans lui-méme définie par

Vf e B, Q/J(f):mn—>/0mf(t)dt.

1) Montrer que E est un espace vectoriel.
2) Montrer que v est un endomorphisme de E.

3) Montrer que ¢ n’est pas un automorphisme de E.

Exercice 30 (**)
Soient f et g deux endomorphismes de F.
Montrer que f et g sont inversibles si et seulement si f o g et g o f le sont.

Exercice 31 (**)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € .Z(E) tel que f3 = 0.
Montrer que rg (f) 4+ rg (f?) < dim E.

Exercice 32 (**%*)
Soit E un K-espace vectoriel et f € Z(E).

On suppose que
Ve e E, INe K, f(z) = Az

Montrer que 3N € K, Vz € E, f(z) = Az.

Exercice 33 (**¥*)
Soit f € Z(E, F) injective.
Montrer que pour tout famille (z1, ..., z,) de vecteurs de E, on a

rg (f(@1), s f(2p)) = 18 (21,5 ).

7 EXERcIckEs CCINP

Exercice 34 (CCINP 55)

Soit @ un nombre complexe.

On note E I'ensemble des suites a valeurs complexes telles que :
Vn €N, upio = 2aun,1 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C2.

1) (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de 'ensemble des suites a valeurs
complexes.

(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.

2) Dans cette question, on considére la suite de E définie par: ug = 1 et u; = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.
Indication: discuter suivant les valeurs de a.

Exercice 35 (CCINP 60)
Soit la matrice A = < ; i > et f Pendomorphisme de .4, (R) défini par: f (M) =
AM.

1) Déterminer une base de Kerf.

2) f est-il surjectif ?

3) Déterminer une base de Imf.

A-t-on > (R) = Kerf @ Imf ?

)
)
)
4)

Exercice 36 (CCINP Exercice 62 - extrait)
Soit F un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f? — f —2Id = 0.

1) Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.

2) Prouver que E = Ker(f + Id) @ Ker(f — 2Id).

3) Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie.
Prouver que Im(f 4 Id) = Ker(f — 21d).

Exercice 37 (CCINP 64)

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.

1) Démontrer que: E = Imf @ Kerf = Imf = Imf2.

2) (a) Démontrer que: Imf = Imf? <= Kerf = Kerf2.
(b) Démontrer que: Imf = Imf? = FE = Imf @ Kerf.
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Exercice 38 (CCINP 71)

Soit P le plan d’équation x +y + z = 0 et D la droite d’équation = = % = %

1) Verifier que R® = P& D.
2) Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement a D.

Soit u = (z,y, z) € R3.
Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

3) Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Exercice 39 (CCINP 87)
Soient ag,ay, - ,a, , n+ 1 réels deux a deux distincts.

1) Mountrer que si by, by, ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un
unique polyndéme P vérifiant

degP < mn et Vi€ [0,n], P(a;) =b;.

2) Soit k € [0, n].
Expliciter ce polynéme P, que 'on notera Ly, lorsque :

. (0 si itk
Vi € [0, n], bi—{l S ik

3) Prouver que Vp € [0,n] , Z a?Ly = XP.
k=0

Exercice 40 (CCINP 90)
K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a1, as, az trois scalaires distincts donnés de K.

1) Montrer que ® : Ky[X] — K3
P — (P(al),P(ag),P(ag))
d’espaces vectoriels.

est un isomorphisme

2) On note (e1, ez, e3) la base canonique de K?
et on pose Vk € {1,2,3}, Lp = @ (ep).

(a) Justifier que (L1, Lo, L3) est une base de K[ X].

(b) Exprimer les polynémes L1, Lo et L3 en fonction de aq, a2 et as.

3) Soit P € K5[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (Ly, Lo, L3).

4) Application : on se place dans R? muni d'un repére orthonormé et on considére
les trois points A(0,1), B(1,3),C(2,1).

Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les
points A, B et C.
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