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Applications linéaires et représentation matricielle

1 Écriture matricielle

Exercice 1 (*)

Soit M =

−11 7 0 3
0 1 11 2
1 0 7 1

.

On note uM l’application linéaire canoniquement associée à M (dans les bases canon-
iques de K4 et K3).
Déterminer des bases de keruM et ImuM .

Exercice 2 (*)
Pour n ∈ N, on définit l’application

u :

{
Kn[X] → Kn+1[X]

P 7→ XP (X)

1) Justifier que u ∈ L (Kn[X],Kn+1[X])

2) Déterminer, avec le minimum de calculs, le noyau et l’image de u.

3) Déterminer la matrice de u entre les bases canoniques de Kn[X] et Kn+1[X].

Exercice 3 (*)
Pour n ∈ N∗, on définit l’application

u :

{
Kn[X] → Kn[X]

P 7→ P (X)−XP ′(X)

1) Justifier que u ∈ L (Kn[X])

2) Déterminer le noyau et l’image de u.

3) Déterminer la matrice de u dans la base canonique de Kn[X].

Exercice 4 (**)
Soit (e1, e2, e3, e4) la base canonique de K4.
Montrer qu’il existe un unique endomorphisme f de K4 tel que

• f(e1) = e1 − e2 + e3,

• f(2e1 + 3e4) = e2,

• ker f = {(x, y, z, t) ∈ K4, tel que
x+ 2y + z = 0 et x+ 3y − t = 0}.

Exercice 5 (*)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et f ∈ GL(E).
Montrer qu’il existe deux bases B et B′ telles que la matrice de f entre les bases
B et B′ soit la matrice identité de taille n.

Exercice 6 (**)
On note C = (E11, E12, E21, E22) la base canonique de M2(R).

Soient A =

(
2 3
1 1

)
et ϕ :

(
M2(R) → M2(R)

X 7→ AX

)
.

Montrer que ϕ est linéaire et donner sa matrice dans la base canonique.
Préciser kerϕ et Imϕ.

Exercice 7 (**)
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et E = (e1, e2, e3) une base de E.
On considère l’endomorphisme f dont la matrice dans la base E est

A =

0 1 2
0 0 1
0 0 1

 .

1) Déterminer une base du noyau et de l’image de f.

2) De même avec f2.

3) Vérifier que E = Im f2 ⊕ ker f2.
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2 Endomorphismes particuliers

Exercice 8
Soit f : R3 → R3 définie par ∀(x, y, z) ∈ R3,

f (x, y, z) = (x, −x+ y − z, −x).

1) Montrer que f ∈ L (R3).

2) Donner la matrice M de f dans la base canonique de R3.

3) Calculer M2.

4) Montrer que M peut s’écrire de façon diagonale dans une certaine base.
Déterminer une telle base et donner la matrice de passage.

Exercice 9 (**)

Soit A = 1
2

2 0 0
1 1 −1
1 −1 1

 .

Montrer que A est la matrice d’un projecteur dont on déterminera la base et la
direction.

Exercice 10 (**)
Soit E un R-espace vectoriel muni d’une base B = (e1, e2, e3).
Soit f l’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

A =

2 −1 −1
1 0 −1
1 −1 0

 .

1) Calculer A2. Qu’en déduire sur f ?

2) Montrer que l’on peut construire une base B′ = (e′1, e
′
2, e

′
3) de E telle que la

matrice de A dans B′ soit

A′ =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 .

Donner la matrice de passage.

Exercice 11 (***)

Soient (A, B) ∈ (Mn(R)) et f :

{
Mn(R) → Mn(R)

X 7→ X + tr(AX)B.

1) Montrer que f ∈ L (Mn(R)) .

2) Déterminer des conditions nécessaires et suffisantes sur A et B pour que f soit
une symétrie.

3) Dans ce cas, donner la base et la direction de f.

3 Changement de base

Exercice 12 (*)
On note C la base canonique de R2.

Soit f :

{
R2 → R2

(x, y) 7→ (2y, x).

1) Déterminer la matrice matC (f) = mat(f,C ,C ) de f dans la base C .

2) Montrer que les vecteurs b1 = (1, 1) et b2 = (−1, 1) forment une base de R2 que
l’on notera B.

3) Déterminer les matrices matB,C (f), matC ,B(f) et matB(f).

Exercice 13 (*)
Soient B = (e1, e2, · · · , en) une base de E et B′ = (en, en−1, · · · , e1) la base lue en
sens inverse.
Exprimer les matrices de passage : PaB′

B et PaB
B′ .

Exercice 14 (*)
Soit (e1, e2, e3) une base de R3.
Chercher les applications f ∈ L (R3) telles que la matrice de f dans (e1, e2, e3) soit
la même que dans (e2, e3, e1).

Exercice 15 (*)
E est un espace vectoriel de dimension 3 et B = (e1, e2, e3) est une base de E.
On pose u = −e1 + e2 + e3, v = e1 − e2 + e3, w = e1 + e2 − e3.

1) Montrer que B′ = (u, v, w) est une base de E et donner la matrice de passage de
B vers B′ et celle de B′ vers B.

2) Soit f l’endomorphisme dont la matrice dans la base B est A =

 1 1 2
−1 −1 −2
1 −1 0

 .

Déterminer la matrice de f dans la base B′.

Exercice 16 (*)
Dans E = R4 muni de sa base canonique C , on définit les vecteurs

e1 =


1
−1
3
2

 , e2 =


0
0
3
−1

 , e3 =


0
1
1
0

 et e4 =


1
1
0
0


• Montrer que B = (e1, e2, e3, e4) est une base de E.

• Exprimer PaB
C .
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Exercice 17 (**)
Soit E un espace vectoriel de dimsnion finie,
Soit f ∈ L (E) tel que f2 = 0.
Déterminer une base de E où f est représentée par une matrice de la forme(

0s,r 0s
Ir 0r,s

)
.

Exercice 18 (**)
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et B = (e1, e2, e3) une base de E.
On considère les matrices

A =

4 −2 −2
1 0 −1
3 −2 −1

 et D =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 .

Soit f l’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est A.

1) Montrer qu’il existe une base C = (ε1, ε2, ε3) de E telle que la matrice de f dans
C soit D.

2) Déterminer la matrice P de GL3(R) telle que A = PDP−1. Calculer P−1.

3) Calculer An pour tout n ∈ N.

4) En déduire le terme général des suites (xn)n∈N, (yn)n∈N et (zn)n∈N définies par :
x0 = 1

y0 = 0

z0 = 0

et ∀n ∈ N,


xn+1 = 4xn − 2(yn + zn)

yn+1 = xn − zn

zn+1 = 3xn − 2yn − zn

4 Rang

Exercice 19 (**)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et f ∈ L (E).
Montrer que f est la somme de r endomorphismes de rang 1.

Exercice 20 (**)
Soit C = (E11, E12, E21, E22) la base canonique de M2(R) et A ∈ M2(R). fA est
l’endomorphisme défini par f(X) = AX.

1) Quelle est la matrice de fA dans B (en fonction des coefficients de A) ?

2) Quel est le rang de fA ?

Exercice 21 (**)

Soit M =

(
A 0
0 B

)
une matrice diagonale par blocs. Montrer que rgM = rgA+rgB.

Exercice 22 (***)
Soient α ∈ R et n ⩾ 2.
On définit la matrice :

Mα,n = (cos((i+ j)α))(i,j)∈[[0,n−1]]2 .

Montrer que

1) rgMα,n = 2 si α ̸∈ πZ,

2) rgMα,n = 1 si α ∈ πZ.

5 Entraînement

Exercice 23 (classique) (**)
Soient E un espace vectoriel de dimension n et f ∈ L (E) un endomorphisme nilpotent
non nul de E. On note p son indice de nilpotence (le plus petit entier tel que fp = 0).

1) Soit x /∈ ker fp−1.
Montrer que (x, f(x), f2(x), ..., fp−1(x)) est libre.

2) En déduire que fn = 0.

3) On suppose à présent que n = p.
Montrer que (x, f(x), f2(x), ..., fp−1(x)) est une base de E.

4) Donner la matrice de f dans cette base.

Exercice 24 (*)
On note E = K2[X] de degré au plus 2.
φ est l’application de E dans K3 définie par φ(P ) = (P (0), P ′(1), P ′′(2)) .

1) Démontrer que φ est un isomorphisme.

2) Donner la matrice A de φ dans les bases canoniques de E et de K3.

3) Pour i ∈ {1, 2, 3}, on pose Hi = φ−1(ei).

4) À l’aide de la matrice A−1, exprimer H1, H2, H3 en fonction de e1, e2, e3.

Exercice 25 (*)
Soit E un espace de dimension finie muni d’une base (ei)i∈[[1, n]].
Soit u ∈ L (E).
On note M , la matrice de u dans (ei) et pour tout i ∈ [[1, n]], Ei = Vect (e1, · · · , ei) .
Montrer que M est triangulaire supérieure si, et seulement si ∀i ∈ [[1, n]], Ei est stable
par u.
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Exercice 26 (**)
Soient E un espace de dimension n et f ∈ L (E).

1) Montrer qu’il existe un polynôme non nul qui annule f.

Indication : montrer que
(
Id, f, f2, ..., fn2

)
est liée.

2) Montrer que si f est inversible, alors f−1 est un polynôme en f.

3) Soit P = QR ∈ K[X] un polynôme annulateur de f.
On suppose que Q ∧R = 1.
Montrer que E = ker (Q(f))⊕ ker (R(f)) .

Exercice 27 (**)
Soit E un R-ev de dimension 3 et f ∈ L (E) non nulle telle que f2 = 0.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f soit

0 0 0
1 0 0
0 0 0


Exercice 28 (**)
Soit E un espace de dimension fini et f un endomorphisme de E de rang 1.

1) Montrer qu’il existe λ ∈ R tel que f2 = λf.

2) Montrer que λ = tr(f).

Exercice 29 (***)
Montrer que pour tout endomorphisme f , il existe un isomorphisme g tel que f ◦g soit
un projecteur.

Exercice 30 (***)
Soit A ∈ Mn(C) telle que

∀i ∈ [[1, n]],
∑
j ̸=i

|aij | < |aii| .

Montrer que A ∈ GLn(C).
On pourra considérer l’équation AX = 0.

Exercice 31 (***)
Soient A ∈ M3, 2(R) B ∈ M2, 3(R) telles que

AB =

 0 −1 −1
−1 0 −1
1 1 2

 .

Démontrer que BA = I2.

Exercice 32 (***)
Trouver l’ensemble des matrices qui ne sont semblables qu’à elles-mêmes.

Exercice 33 (CCINP 59 - extrait)
Soit n un entier naturel tel que n ⩾ 2.
Soit E l’espace vectoriel des polynômes à coefficients dans K (K = R ou K = C) de
degré inférieur ou égal à n.
On pose : ∀ P ∈ E, f (P ) = P − P ′.

1) Démontrer que f est bijectif de deux manières:

(a) sans utiliser de matrice de f ,

(b) en utilisant une matrice de f .

2) Soit Q ∈ E. Trouver P tel que f (P ) = Q .

Indication : si P ∈ E, quel est le polynôme P (n+1) ?
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