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SUITES REELLES

1 POUR COMMENCER n+1)(n+3)++/n
3. Vn e N*, u, = ( ) ) f
n
Exercice 1 (Vrai / Faux) 1 1
Répondre en justifiant. 4. ¥Yn € N*, u, = - sin o
1. Le produit de deux suites majorées est-il nécessaire-
ment majoré 7 Exercice 5 (*)
2. L’ensemble des suites stationnaires forme-il un es- sin (n3)
pace vectoriel ? 1. Y¥n € N*, u, =

3. Une suite non croissante est-elle nécessairement
décroissante 7

4. Une suite qui converge vers une limite strictement
positive £ a-t-elle tous ses termes strictement positifs

1
2. Vn € N*, u, = —sinn.
n

a partir d’'un certain rang ? 3. VneN”, u, = (-1)" + w
5. Une suite & termes positifs qui tend vers 0 est-
elle nécessairement décroissante & partir d’un certain Exercice 6 (*)
rang ? .
6. La somme (ou la différence) de deux suites diver- " . (%)
i . . 1. Vn e N*, u, = .
gentes est-elle nécessairement divergente ? n2
7. Existe-t-il une suite divergente (un)nen telle que (—2)"
i _ —07? 2. Vn € N*, u, =
ngr_{_loo(un+1 Up) =07 n 3
8. Une suite divergente est-elle nécessairement non Inn
bornée ? 3. Vn e N*, u,, = —.
n
9. Une suite non bornée est-elle nécessairement diver- n(n)
2 n!ln(n
gente ! 4. Vn € N*, u, = o
Exercice 2 (Conditions nécessaires et suffisantes) . n
5. VneN,unzl ")
. . . . n(n
1. Suffit-il qu’une suite soit croissante pour qu’elle ad-
mette une limite ?
a . , . . . Exercice 7 (**)
2. Est-il nécessaire qu’une suite soit croissante pour
qu’elle admette une limite ? n 1
3. Une suite croissante admet-elle nécessairement une Vn € N*, u, = Z N
limite ? o VT
4. Une SUIt? qui admet une limite est-elle nécessaire- Exercice 8 (**¥)
ment croissante 7
In (n!
Yn € N*, u, = ( )

n2

2 SUITES DEFINIES EXPLICITEMENT

A Nature et limite

. ) . . B Nature de suites
Enoncé commun aux exercices de cette partie :

Vérifier que la suite est bien définie, trouver sa nature
(avec démonstration), et calculer sa limite si elle existe.

Exercice 3 (*)

Exercice 9 (**)
Donner la nature de la suite définie par

* - 1
3n2 —2n + 1 Vn €N, uy =) o
k=1

1. VnEN*, Up = m

2
2. Vn e N*, u, = M Exercice 10 (**)
n/ntn—1 Soit (uy,) une suite monotone telle que (ug,) converge.
5 vn e N n3 + 5n Montrer que (uy) converge.
. Vn , Up = . .
" 503 + cos(n) + L Exercice 11 (**)
Soit la suite harmonique (Hy),,-, définie pour tout n > 1
Ny 1
Exercice 4 (*) par H, = 4 1
1
1. VneN, u, = N +n?— JItn 1. Montrer que pour tout n € N, Hant1 2> Han + 3.

2. En déduire que H,, tend vers +oco.

2. Vn € N*, u, = Vn2+1—+vn2— 1.
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3 SUITES USUELLES

Exercice 12 (*)

1. (uy) est une suite géométrique de raison 2 telle que
uz = 16. Que vaut ug.

2. (uy) est une suite arithmétique de raison r et (v,,) est
une suite géométrique de raison q telles que ug = vyg.
A quelles conditions sur ug, r et ¢ a-t-on u, = v,
pour tout n € N 7

3. Soit (uy) une suite géométrique de raison ¢, avec
ug = 1.
Pour tout n € N, on pose S, = ug +uy + - + Uy.
A quelle condition sur g, la suite S,, admet-elle une
limite finie 7

Exercice 13 (*)
Exprimer u,, en fonction de n pour les suites :

1. 2upy1 =dup +2 et up = 2.

2. Upy1 =1—uy et ug = 2.

3. 2Up41 —2up +1=0cet uy =4.
Exercice 14 (*)

Soit la suite définie par (ug,u1) € R? et

Up + Unt2

Vn €N, upy1 = 5

Montrer que u est arithmétique et donner sa raison.

Exercice 15 (***)
On définit par récurrence la suite (u,) par

Vn €N, upy1 = 2y/u, et ug=1.
1. Montrer que la suite est bien définie pour tout n € N.

2. Trouver la valeur de (u,) en fonction de n. Indica-
tion : on pourra poser pour tout n € N, v, = In(uy,)
en justifiant ’existence et étudier v,,.

4 COUPLES DE SUITES
Exercice 16 (*)

On considére les suites (up)nen= et (vp)
ci-aprés. Montrer qu’elles convergent.

nen- définies

n 1
1. Vne N*, wu, = Zk%etvn:un—i—f.
n

n 1
2. Vn e N*, u, = Ek%etvn:un—l——Q.
n

Exercice 17 (**)
Soient (un) et (v,) deux suites réelles & termes stricte-
ment positifs telles qu’a partir d’un certain rang ng, on
ait Uni1 _ Ung1

Up  Upy

1. Montrer que si v converge vers 0 alors u aussi.

2. Montrer que si u diverge vers +oo, alors v aussi.

Exercice 18 (**)

1. Soit (uy) une suite numérique a valeurs positives et
¢ > 0. On suppose que u2 tend vers £2, montrer que
u, tend vers /.

2. Est-ce encore vrai si on retire I’hypothése de positiv-
ité de la suite ?

3. Montrer que si u et v sont deux suites réelles telles
que u% + unpv, + vfl — 0, alors u,, — 0 et v,, — 0.

Exercice 19 (***)
Soient (u,) et (v,) deux suites de [0,1]N telles que
(un, vy,) converge vers 1. Montrer que u et v convergent.

5 SUITES OBTENUES PAR RECURRENCE

Exercice 20 (**)
Soit (u,) une suite bornée.

U,
— tend

On suppose que la suite v définie par v, = n
u

n
vers 0.

Montrer que u,, tend vers 0.

Exercice 21 (**)
Etudier les suites (u,,) définies par

Un,
n+1’

l.up e RetVn € N, upq1 =
2. ug € RetVneN, un+1:ui—2un—|—4.
/3

Z"‘U%
4. up e Ret Vn € N, upy1 = /14 u, +u2.
5. up € Ret Vn € N, upt1 = /1 —up +u.

3. up e Ret Vn e N, upqq =
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6 EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Ces exercices sont plus difficiles

Exercice 22 (***) (Irrationnalité de e)

n
1 1
Vn € N, unzg — et Up = Uy + —.
| |
Pt k! nn!

1. Montrer que (uy,) et (v,) ont une limite commune.

2. On admet que cette limite est e = exp(1). Montrer
que e est irrationnel.

Exercice 23 (***) (Quelques epsilons)

Soit u une suite réelle convergeant vers ¢ € R. Le but
des deux premiéres questions est de montrer que la suite
¢ définie ci-dessous converge vers /£.

1 <&
Yn>1 Cn:u1+u2+ +u”:—2uk.
n n
k=1

1. Etape 1. On suppose que u, tend vers 0 (£ = 0). On
se propose alors de démontrer que ¢,, tend vers 0.

(a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un entier N tel
que :

U +...+ _
|us| lun 1|+
n

Yn>=N |e| < €.
(b) En déduire qu’il existe un entier N’ > N tel
que : Yn = N’ |c,| < 2 et conclure.

2. Cas général. Si u, tend vers ¢, considérer la suite
u’ de terme général u, — £ et utiliser I’étape 1 pour
démontrer le théoréme.

3. Réciproquement, si on suppose la suite ¢ convergente,
peut-on en déduire que la suite u est convergente ?

Exercice 24 (***)
Soit (uy,) une suite a valeurs positives telle que

v(pv Q) € N23 Up+q < Up + Ug-
1. Justifier que inf,en+ %2 existe.

2. Soit ¢ € N*, fixé et n > q.
On peut donc écrire n = kq + r avec r € [0,q — 1].
Montrer que

u U
Ve >0, 3ng>=gq, tel que Vn = ng, — < —L +¢.
n q

u

3. Montrer que la suite (7")7»0 converge et que

. Un . Unp
lim — = inf —.
n—+oco N neN* n
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