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INTEGRATION SUR UN SEGMENT

1 CONTINUITE UNIFORME

Exercice 1 (*)
A chaque fois, prouver le résultat.

1) Donner un exemple de fonction uniformément continue sur R.

2) Donner un exemple de fonction qui est continue sans étre uniformément continue

sur R.

3) Donner un exemple de fonction qui est continue sans étre uniformément continue
sur |0, 1].

Exercice 2 (**)

1) Montrer qu’une fonction continue sur [0, +oo[ qui admet une limite finie en +oo
est uniformément continue sur [0, +oo[.

2) Trouver une fonction uniformément continue sur [0, +oco[ qui n’admet pas de
limite en +oo0.

3) Trouver une fonction uniformément continue sur [0, +o0o[ qui admet une limite
infinie en +o0.

Exercice 3 (***)
Soient a < bet f € €°([a, b]).

1) On suppose que f est prolongeable par continuité en b.
Montrer que f est uniformément continue sur [a, b].

2) Montrer que la réciproque est aussi vraie.

2 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

Exercice 4 (*)
Soit f € €°([0,1], R).

1
1
Montrer que si / f= 3 alors f admet un point fixe.
0

Exercice 5 (*)
On définit f sur [—%, ﬂ par

flz) = /OI Vcos 2t dt.

1) Montrer que f est impaire.
2) Montrer que Vz € [0, ﬂ , fl@) <z

3) Tracer l'allure de la courbe représentative de f.

Exercice 6 (**)
On définit la fonction F' par

¥ dt
o 3 —cos(t)
1) Etudier la parité et la dérivabilité de F.
2) Montrer que Vo € R, F(z + 27) = F(x) + F(2n).
3) (a) En s’aidant du changement de variable v = tan(t/2),
calculer F(z) sur | — 7, .
(b) En déduire F(27).
(¢) Calculer F(z) pour tout z € R.

Exercice 7 (**)
Soit

F:x+—>/ v1+sintdt.
0

1) Justifier la définition et la régularité de F sur [0, ].

w

)
2) Calculer F(z) pour z € [0, Z[.
) Calculer F (%) .

)

4) En utilisant un argument de symétrie, en déduire la valeur de F(7).

Exercice 8 (*)
Trouver toutes les fonctions f continues sur R telles que

Vz € R, 2f(x):3x/mf(t)dt.
0
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Exercice 9 (**)
Déterminer toutes les fonctions continues f : R — R telles que,

Vz € R, /Oxf(t)dt:mf(x).

Exercice 10 (***)

Soit f : [a,b] — R une fonction continue non identiquement nulle telle que

f: f(z)dz = 0.
1) Montrer que f s’annule au moins une fois dans |a, b[.

2) On suppose de plus que f: zf(x)dx = 0. Montrer que f s’annule au moins deux
fois dans Ja, b[.

3) Soit P un polynome tel que
1
Vn € N, / P(t)t" dt = 0.
0
Montrer que P = 0.

3 LiMITES

Exercice 11 (méthode)
Pour n € N, on pose

1 t
t"e
e [
o 1+t
1) Montrer que la suite converge et déterminer sa limite.

2) Montrer que pour tout n € N,

e 1 /1 tnt(1 —t)2et
Uy = — dt.
2Gnt 1) n+ll)y (1+)2

3) En déduire un équivalent simple de u,, pour n — +o0.

Exercice 12
Montrer que

o 1
——dt ~  ——
o e+1 notoon(e+1)

Exercice 13
Montrer que

x+1
/ efln(t)dt ~ e“ln(x)(e—1).

r—r+00
Exercice 14 (**)
= ae
On considére la fonction H définie sur |1; +o00[ par H(z) = / Tt
x
1) Montrer que H est C! sur ]1;+o0o[ et calculer sa dérivée.
1

2) Montrer que la fonction u définie par u(z) = — —

= admet une limite finie
Inz z-1

enx=1.

3) En utilisant la fonction u de la question 2., calculer la limite en 17 de la fonc-
tion H.

Exercice 15 (**%*)
Soit f € 6°([a,b], Ry).

Déterminer

3=

b
: n
wi oo ( L )
Exercice 16 (**%*)

Soit f € €°(R*,R) et F définie par

Plz) = i /0 "ty at.

1) Montrer que si f admet une limite £ en 400, alors F' admet la méme limite ¢ en
+o00.

2) Donner un exemple ot f n’a pas de limite en +oo et ¥ — 0.
T—r+00

3) Montrer que si f(x) -, T alors F'(z) o +00.
xT oo x o0

Exercice 17 (**)

Calculer les limites :

1 n

1)  lim
n—+oo [ 141

3z
st
2) lim % dt.

z—0 /.

z
3) lim tan(asint) dt.

a—0 0
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4 SOMMES DE RIEMANN
Exercice 18 (*)
Donner un équivalent lorsque n — 400 de

n

1
2 e

k=1

Exercice 19 (*¥*)
Donner un équivalent lorsque n — +oco de

Exercice 20 (***) (Intégrale de Poisson)
Soit x > 1, calculer

/ In(1 — 2z cost + x?) dt.
0

1) Realiser le calcul avec les sommes de Riemann.
2) Autre méthode :
(a) Montrer que f est paire.
(b) Calculer pour z # 0, f(z) + f(2).
) Montrer que pour z >0, f (xQ) =2f(x).
)

En déduire la valeur de f en tout x > 1.

5 FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL
Exercice 21 (*¥*)

+oo zk

: _ T
1) Soit x € R. Montrer que Z o=
k=0

oo 1\k+1
2) Montrer que Z % =1In(2).
k=1

Exercice 22 (*¥*)
Montrer que :

n k
1) VneN, VzeRY, "> —.
k=0

2) Vze R, Arctanz < z.

n 1 k
3) VzeR, sinz= lim L:v%*l.

n—-+4oo

2 2k + 1)!
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6 FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

Exercice 23 (*) (Lemme de Riemann-Lebesgue)
Soit f € €' ([a, b], R).

Montrer que

b
lim / f(t)emtdt = 0.
a

n—-+oo
Le « vrai » lemme est aussi valable pour des fonctions continues.

Exercice 24
1) Soit f € €°([a, b, R).

Montrer que

b b
/ f | = / |f] si, et seulement si f est de signe constant sur [a, b].
a a

/abf‘zjabw

7 APPROFONDISSEMENT

2) Soit f € €¢°([a, b], C).

A quelle condition a-t-on

Exercice 25 (***)
On définit la fonction f sur [0, 1]

e sixz €0, 1]NQ, alors z s’écrit de fagon irréductible x = % et on pose f(x) = %.

e sinon on pose f(x) = 0.
1) Montrer que f est bornée.
2) Montrer que f n’est pas continue par morceaux sur [0, 1].
3) Sionnote Sy = {fol P, [0, 1] — R en escalier et f < 1/1}

et Iy = {fol @, p :]0, 1], = R en escalier et o < f},
Montrer que inf Sy = sup Iy.

Cet exercice montre qu’on peut intégrer sur un segment des fonctions qui ne sont pas
continues par morceaux.
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