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LIMITES ET CONTINUITE

1 LIMITES ET EQUIVALENTS

Exercice 1 (*)

Pour chacune des fonctions suivantes dire si elle admet
une limite au point a, une limite a droite, & gauche.

Si elle est définie en a, étudier sa continuité en a, a droite
de a, & gauche de a.

Si elle n’est pas définie en a, étudier si elle admet un
prolongement par continuité en a.

1) z+— ena=1.
rz—1
2) sz en a=0.
x
3) =z |z] ena=1.
1
4) z—z|l+-— en a = 0.
x
1
5) x> xsin— ena=0.
x
6) Hlnx 0
T — en a = 0.
NG
222 -5 1
7) x}_)x27x+ ena=1.
s —1
8) x+—+Vzhhx en a = 0.
9) x> |z|ln|z| en a=0.
10) z+— 2™ ena=0.
222 -5 3
11) :Er—>x27x+ ena=1.
e —1
3 —22% +1
12) x'—)ﬂ ena=0.

Exercice 2 (*) (méthode)
Donner un équivalent en 1 de la fonction suivante

Inz
Trr— —F—.
2 -1
Exercice 3 (**)
Pour chacune des fonctions suivantes, dire si elle admet
un prolongement par continuité en a, et le donner s’il

existe. )
sinz

1) z+— en a=0.
x
In(1
2) xHu en a =0.
x
eVr—1
3) z+— en a =0.
x
Ve _q
4) Y ena=0.
x
In(1
5) o TR TY) n( 2+ ?) cos T en a=0.
tan® x
rze® —1
6) z——— en a=0.
sin
1 —x
7 = (14— en a=0.
x

Exercice 4 (*)
Pour chacune des expressions suivantes, donner un
équivalent simple en a.

1) 2532 +22-2 en a = +00.

2) 25 -3z +2%-2 en a=0.

3) L-244% en a = +00.
1 2 1

4) E_P—'_F ena:0.
1 2 1

5) E_P—i_F ena:l.

-

6) xesZ —x en a = +00.

Exercice 5 (**)
Pour chacune des expressions suivantes, donner un
équivalent simple en a.

1) gtane _ gsinz ena=0.
2) Var+Jr—x en a=0.
3) In(cosx) ena=_0.

en a = +00.

9 (23) -1

5) (cos ﬁ) en a = +00.

6) %ﬁ*l enag=1.
7)) S3l(Jeosz—1) ena=0.

8) xln(l+2?) —2xlnz en a = +00.

9) (tanz)tan(2x) ena=7j.

10) 1+sing — i=sine

Exercice 6 (***)
Déterminer les limites suivantes si elles existent :

en a=0.

1. lim z L%J .

z—0

2. lim In(z)In(Inz).

z—1t

2 CONTINUITE

Exercice 7 (*)
Montrer qu'une fonction polynomiale réelle de degré im-
pair admet au moins une racine réelle.

Exercice 8 (**)
Montrer qu’'une application continue périodique sur R
est bornée et atteint ses bornes.

Exercice 9 (**)

Soit f € €°([0, 1); [0, 1]).

Montrer que f admet un point fixe dans [0, 1], c’est-a-
dire xg € [0, 1] tel que f(zo) = xo.
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Exercice 10 (*¥*)
Soit f : R — R définie par

X x

e’ — e

B e

1. Déterminer le domaine de définition de f. On le
notera D.

2. Déterminer la parité de f.

3. Montrer que f est bijective de R dans un intervalle
& déterminer.

4. Représenter graphiquement f et f~! dans un repére
orthonormé (indiquer ses éventuelles asymptotes et
ses tangentes remarquables).

Exercice 11 (**)
Soit f : R4+ — R, continue, telle que

Vz e Ry, f(z) <z

1. Montrer que f(0) = 0.

2. Montrer que pour tout (a,b) € R, avec a < b, il
existe M € [0,1], tel que Vz € [a,b], f(z) < Mz.

3 SUITES IMPLICITES

Exercice 12
Soit n > 3.

1. Montrer que I’équation e = z" admet deux so-
lutions sur ]0,+oo[, notées u, et v, et telles que
1 <u, < e<uv,.

2. Montrer que la suite (u,) converge et déterminer sa

limite.

3. Déterminer lim w,.
n—-+oo

4. Montrer que v, ~ nlnn.

Exercice 13
Pour tout entier n > 1, on considére la fonction f,, définie
sur R4 par

fulz) = z": ka®.
k=1

1. Pour tout n > 1, montrer que ’équation f,(x) =1
admet une unique solution sur R4 que l'on notera
Up, .-

2. En comparant fp41(un) €t fri1(Unt1), montrer que
la suite u est monotone.

3. En déduire que la suite converge.

Exercice 14
Soit n € N*,
On consideére la fonction f,, définie sur R par

fn(x) _ anrl _ xnfl +1

1. Dresser le tableau de variations de f,, préciser le
nombre de solutions de ’équation f,(x) =3+ %

2. On note z,, I'unique solution positive de ’équation
précédente.

(a) Déterminer .

(b) Montrer que Vn € N*| x,, > 1.

(c) Etudier le signe de f,41(x) — fn(x) pour tout
z > 1. En déduire la monotonie de la suite
(Tn)nen-

3. Montrer que la suite (x,),en+ converge et déter-
miner sa limite.

4. Ecrire un programme Python qui calcule la valeur de
x, pour n € N* fixé.

4 APPROFONDISSEMENT

Exercice 15 (**)
Etudier la continuité sur R de Papplication

frax= |z +x—|x].

Exercice 16 (***)
La fonction N
fix— %
[z]**

admet-elle une limite en +oo 7

Exercice 17 (**%*)
Etudier la continuité de la fonction définie sur R .

n
f iz sup —
neN T

Exercice 18 (**%*)
Soit f : R% — R une application croissante telle que

f(z)

r — —= soit décroissante.

T
Montrer que f est continue.

Exercice 19 (***)

Soient a < b deux réels, et f une fonction croissante sur
la, b] et continue en a.

Montrer que f est croissante sur [a, b].

Faire de méme avec la stricte croissance.
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