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TD 3 - Sommes

B Apporter un soin très particulier à la rigueur, surtout pour le traitement des inégalités.

Exercice 1
Soient a1, a2, · · · , an des réels strictement positifs.
On pose

S =

n∑
k=1

ak et T =

n∑
k=1

a
k−1
k

k .

Soit λ > 1. Pour k > 1, on définit la fonction fk sur R∗
+ par

∀x > 0, fk(x) = x
k−1
k − λx.

On rappelle que ∀α ∈ R, ∀x > 0, xα = eα ln x.

1) (a) Pour k > 2, étudier les variations de fk sur R∗
+ et en déduire que fk admet un maximum en un point xk dont

on déterminera l’expression.

(b) En déduire que ∀k ∈ [[2, n]], fk(ak) 6 1
λk−1 .

(c) A-t-on également fk(ak) 6 1
λk−1 pour k = 1 ?

2) Montrer que

T < λS +
λ

λ− 1
.

3) Pour x > 1, on définit g(x) = xS +
x

x− 1
.

(a) Montrer que g admet un minimum sur ]1; +∞[ que l’on précisera.

(b) En déduire que √
T <

√
S + 1.
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