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POLYNOMES A UNE INDETERMINEE

1 MANIPULATIONS ALGEBRIQUES

Exercice 1 (*)
Calculer les produits de P et Q.

1. P=1+X+3X%2-X5 et Q=X.
2. P=1+X+3X2-X% et Q=X+X2-X*

3. P=14+4X+X>+X?+ X" +X° et Q=X-1

Exercice 2 (**)

1. A l'aide du polynéme P = (1 + X)™, montrer que

Vn € N*,Vk € [1,n], k(Z) :n<’;_1>

Indication!
2. A T’aide du polynéme P = (1 + X)?”, montrer que

VneN, Y (k) ().

k=0

P
3. Montrer que Z (Z) ( mk) = (m + n)
pb—= p

k=0

Exercice 3 (**)
On définit une suite de polynomes (P,) par
Py=1,P =X et ¥n >0, Pyio+ P, =2XP, .

1. Calculer P et Ps.

2. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.

3. Déterminer la parité de P,.
Calculer P, (1), puis P,(-1).

2 RACINES ET FACTORISATION

Exercice 4 (*)
Factoriser sur R et sur C en produit d’irréductibles.

1. X3 -X2-2X
2. X8 —3X"44X0 _5X544X*—X34+X -1
3. X7 - X2

4.2X*—10X3+24X?-28X +16
Indication : on sait que (1 + 1) est racine.

5. P=X*-5X34+7X?2-5X +6
P=X*-2X?+4X%2+2X -5
P=X*+X*-X?+X -2

® N>

P=X*-X241

1. Penser a la dérivée.

Exercice 5 (***) (calculatoire)
Pour n € N*, factoriser sur R et sur C en produit
d’irréductibles.

1. X2 41 2. X2+l 41

Exercice 6 (**)
On considére le polynéme

P = (X + 1)2n+1 o X27’L+1 —1.
1. Montrer que X? + X factorise P.

2. Est-ce que (—1) est racine double de P ?

Exercice 7 (**)
Soit le polynéme scindé

P=aX?+bX?+cX +de C[X]
avec a # 0 et de racines z,y, z.

1. Exprimer x +y + 2, zy + xz + yz et xyz en fonction
de a,b,c,d.

2. Résoudre dans C3 les systémes suivants :

r+y+z=2
(a2 +y2+22=2

zyz =0

r+y+2=26

2)< 22+ +22=14

1,1, 1_ 11

Ty TET%
Exercice 8 (***)

Soient P € C[X] et n € N. Montrer que si P(X™) est
factorisable par X — 1 alors il 'est aussi par X™ — 1.

3 FONCTIONS POLYNOMIALES

Exercice 9 (*)
Pour chacune des fonctions suivantes, dire si elle est poly-
nomiale et le justifier.

1. f:x—cosx
2. fix— €

(z + 1)2016 _ (1 — 4)2016
x

3. fraxm

S

1
i —
x

4 EQUATIONS DE POLYNOMES

Exercice 10 (*)
Soit P € K[X], tel que P(X + 1) = P(X).

1. Montrer que Vn € N, P(n) = P(0).

2. En déduire que P est constant.
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Exercice 11 (*¥*)
Déterminer tous les polyndémes

P € R[X] tel que P = P'P". Indication®
Exercice 12 (**)

Trouver tous les polynomes P € R[X] tels que

P(X?) = (X?+1)P(X).

Exercice 13 (**)
Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que

Vz € R, P(z) € R.

Exercice 14 (**)
Résoudre sur R[X], (P')? = 4P.

Exercice 15 (***)
On veut trouver tous les polynémes
P € R[X], tels que P’ factorise P.

1. Analyse

(a) En supposant P solution, trouver une relation
entre P’ et P

(b) En déduire que les polynomes solution sont
nécessairement de la forme A(X — w)™, avec
A, w deux réels.

2. Rédiger la synthése.
5 MATRICES

Exercice 16 (***)

1 2 3
Soit A=12 3 1
3 1 2

1. Vérifier que (A — 61)(A% —3I) = 0.
On dit que P = (X — 6)(X? — 3) est un polynéme
annulateur de A.

2. Soit n € N.
On admet qu’il existe deux polynéomes Q,, € R[X] et
R, € Ry[X] tels que

X" =PQ,+ R,.
Exprimer R,.

3. En déduire les coefficients de la matrice A™ en fonc-
tion de n.

6 GRANDS CLASSIQUES

Exercice 17 (***) (Polynomes interpolateurs de
Lagrange)

Soit n € N*, (a1,az2, -+ ,a,41) € K" deux a deux
distincts.

1. Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire de
degré exactement n qui s’annule en a1, as, - ,ay.
Donner 'expression de ce polynéme.

2. Penser aux degrés.

On définit la fonction cotangente par cotanf =

2. Montrer que pour tout k € [1;n + 1], il existe un
unique polynoéme L de degré exactement n tel que

Vi€ [Lin+1], Li(a;) = 6.

Donner I'expression de Ly.
d;r désigne le symbole de Kronecker qui vaut 1 sii =k et
0 sinon. Indication?

3. Soient (bl, bo, -+ ,bn+1) e Kttt
A partir d’'une combinaison linéaire des Ly, montrer
qu’il existe un unique polynome P € K,,[X] tel que
pour tout ¢ € [1;n + 1], on ait

P(a;) = b;.

4. Donner une expression trés simple du polynoéme

n+1

P= ZLk.
k=1

Exercice 18 (***)

Soitﬂe}O;%{etneN.

cos

sin 6

lorsque cela est défini.

1. Montrer qu’il existe un polyndéme P,, tel que
sin ((2n 4+ 1)6) = (sin0)*"*! P, (cotan 26).

2. Expliciter P,.

3. (a) Montrer que Vk € [1,n], cotanzz:f_’;1 est racine
de P,.

2 _km

sont
2n+1 ) ke[1,n]

(b) Montrer que les (cotan

deux & deux distinctes.

(¢) En déduire que ce sont les seules racines de P, et
que le polynome est scindé sur R.

4. En déduire que

n
km n(2n — 1)
— 2 —
Sp = kgl cotan 1l 3 .

Indication®
5. (a) Vérifier que pour tout a € }O; 5 [,
0 <sina < a < tana.

(b) Calculer 1+ cotan 2a en fonction de sin a.
(¢) En déduire que pour tout a € }0; 5 [,

1
cotan 2a < — < 1 + cotan 2a.
a

6. Montrer la limite :

"1 2
nEToo; il

3. Existence : choisir un polynéme comme & la question précé-
dente, et prendre le bon coefficient dominant.
4. Utiliser les relations coefficients racines.
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