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SUITES DEFINIES PAR DES FONCTIONS

1 SUITES RECURRENTES

Exercice 1 (*)
Un,

_|_
1—u,

Pour quels ug € R la suite définie par u,41 = existe-t-elle 7
Montrer qu’elle est alors périodique.

Exercice 2 (*)
On consideére la suite u définie par ug € [0, 1] et

= f (un)

Vn € N, =
n Unt1 1+ u2

n
1) Montrer que Vn € N*, u,, € [%, 1].

2) Montrer que f admet un unique point fixe sur [%, 1] (dont on ne cherchera pas
la valeur). On note ce point fixe ¢.

3) Montrer que (u,) converge vers /.

Exercice 3 (**)
Etudier la suite définie par

T
Uy = 1 et Up41 =1—cosuy,.

Exercice 4 (**)
On définit la suite u par ug €]0, 1] et pour tout n € N,

Uy = —— VI
T S VT
1) Montrer que la suite u est bien définie.

Unp
1—uy”

2) Pour tout n € N, on pose v,, = Montrer que la suite v est bien définie, et

exprimer v, 41 en fonction de v,

3) Montrer que (u,,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 5 (**)
On consideére la suite u définie par ug €]3,4[ et

1
Yn € N, tupt1 =4 — Zlnun = f(up).

Etude de la suite.

Exercice 6 (***)
On considére 'application f définie par

)=t

1) Etudier le domaine de définition de f.

2) On pose ug = % et Vn € N, upt1 = f (un) .
Montrer que la suite est bien définie et étudier sa nature.

Exercice 7 (***) (Théoréme du point fixe)
Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme du point fixre de Banach-Picard.
Soit I un intervalle, et f : I — I une application contractante :

3k € [0, 11, Y(z, y) € I2, |£(y) — ()] < kly—a].

On considére la suite définie par
o €I, VneN, xp11 = f(x,).
1) Montrer que si f admet un point fixe sur I, alors il est unique.
2) (a) Montrer qu'il existe M € R et k < 1 tel que
Vn e N,¥p € N, |zp4p — x| < K"M.
(b) En déduire que
Ve >0,3n. e N,Vn e N,Vp e N,n > n. = |2p4p — 2| < e
On dit que (z,),cn €st une suite de Cauchy.

3) Montrer que (x,)neN est bornée.
4) Montrer que (z,,),cn converge.

5) On note £ la limite de (z,). Montrer que ¢ € I, alors f({) = /.

Exercice 8 (**%*)

1) Si uw est une suite réelle telle que lim (up41 — u,) = 0, alors les valeurs
n—-+o0o

d’adhérence de u forment un intervalle.

2) Soit a < b deux réels et f : [a, b] = [a, b] une fonction continue.

On considére la suite définie par
ug € [a, b], et Vn €N, upp1 = fun).

Montrer que si  lim (u —u,) =0, alors (u converge.
q n—>+oo( n+1 n) ) ( ”)nGN g
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2 SUITES IMPLICITES Exercice 13 (***)
Exercice 9 (**) 1) Montrer que pour tout n € N*, I'équation 2™ + x — 1 = 0 admet une unique
Pour tout entier n > 1, on consideére la fonction f,, définie sur R par solution v, €]0;1].

2) Montrer que la suite (a,) est croissante et converge vers 1.

n
Fule) = 3 ket
=1 3) Montrer que o, = 1 — 22 4 4, avec v, = o (122).

1) Pour tout n > 1, montrer que l’équation f,(z) = 1 admet une unique solution

i *xk
sur R4 que l'on notera w,. Exercice 14 (**%*)

Soit n € N*, on considére la fonction f, définie sur R par
2) En comparant fp,11(un) et fni1(tnt1), montrer que la suite u est monotone.
fo(z) =2t — g7t 41,
3) En déduire que la suite converge.
1) Dresser le tableau de variations de f,,, préciser le nombre de solutions de I’équation

Exercice 10 (**) fa(z) =3+ L.

1) Soit n > 1. Montrer que I’équation d’inconnue z : tan(nzx) = — admet une 2) On note z,, I'unique solution positive de I'équation précédente.

, 3 | notée w,. (a) Déterminer x;.
(b) Montrer que Vn € N*, z,, > 1.

(c) Etudier la monotonie de la suite (2,)nen-

unique solution sur] 0

2) Montrer que z,, ~ T
2n

. : o . T
3) Déterminer un équivalent simple de ,, — m 3) Montrer que la suite (2, )nen+ converge et déterminer sa limite.
Exercice 11 (*¥) 4) Déterminer le terme suivant du développement asymptotique de .
Soit n > 3.

Exercice 15 (**)
Pour tout n € N*, on note

j{0g -

x —  xcos” (z).

1) Mountrer que ’équation e® = z™ admet deux solutions sur |0, +oo[, notées w,, et
v, et telles que 1 < u, < e < vy,

2) Déterminer un développement asymptotique a trois termes de la suite w.

3) Déterminer lim wv,.

n—+o00 1) Montrer que f,, admet un maximum atteint en un unique point z,, € [O, g] .

)
4) Montrer que v, ~nlnn. 2) Montrer que (), -~ converge et calculer sa limite.
Exercice 12 (**%*) 3) Trouver un équivalent de z,, en +oc.
On considére la fonction
f = zln (x) 4) En déduire un équivalent de f,(z,) quand n — +oo.
LT :
z+1

Exercice 16 (**)

1) Mountrer que ¥n € N*, 'équation f(x) = n admet une unique solution notée «,. 3 ]
On considére une suite réelle (uy), N telle que

2) Démontrer que Vn € N*, o, > €™ puis que oo, ~ €™

norteo Vn € N, ud + nu, = 1.

3) Pour tout n € N*, on définit €, tel que a,, = € (1 +¢,). . o N .
. —n 1) Montrer que la suite est définie de maniére unique.
Démontrer que €, ~ ne
n

—+o0
En déduire que Vn € N*, a,, — " ~ n. 2) Déterminer un développement asymptotique a deux termes de u,, en +oc.
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Exercice 17 (***)
Montrer que pour tout n € N*, ’équation

e =n—=x
admet une unique solution positive x,,.
Déterminer un développement asymptotique a trois termes de z,,.

2.1 Développement asymptotique

Exercice 18 (***)

On définit la suite u par ug € Ret Vn > 1, upy; =1+ n“jl.

Déterminer un développement asymptotique & trois termes de u,,.

Exercice 19 (Césaro)
On définit la suite u par ug =1 et Vn € N, upy1 = ty + u%

1) Montrer que u est bien définie et diverge vers +oo.

3 =3.

2) Montrer que lim w3, —u

n—-+o0o
3) En déduire, a I'aide de Césaro que u> ~ 3n.

4) Donner un équivalent de la suite u.

3 EXERcICES CCINP

Déja vu dans le chapitre sur la convergence des suites.

Exercice 20 (CCINP 43)
Soit xp € R.
On définit la suite (u,) par ug = zg et, Vn € N | w11 = Arctan(uy,).

1) (a) Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la
valeur de g, le sens de variation de (uy,).

(b) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2) Déterminer I’ensemble des fonctions h, continues sur R, telles que :

Vz € R, h(z) = h (Arctanz) .
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