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TD de soutien sur les espaces vectoriels

1 Espaces vectoriels

Exercice 1
Démontrer si les ensembles suivants sont (ou non) des
espaces vectoriels.

1. E1 =
{
(x, y) ∈ R2, x = y + 1

}
.

2. E2 =
{
(x, y, z) ∈ R3, x = y − z

}
.

3. E3 =
{
(x, 2x− y, y), (x, y) ∈ R2

}
.

4. E4 l’ensemble des suites qui tendent vers +∞.

5. E5 l’ensemble des fonctions paires.

6. E6 l’ensemble des fonctions π-périodiques.

7. E7 l’ensemble des fonctions positives.

Exercice 2
Les familles de vecteurs suivantes sont-elles libres ?

1. (1, 1, 0), (1, 0,−1), (1, 2, 1) dans R3.

2. (1, 1, 0, 0), (1, 0,−1, 1), (1, 2, 1, 0) dans R4.

3. x 7→ x2, x 7→ x3, x 7→ x4 dans RR.

Exercice 3
Soit E =

{
(x, y, z, t) ∈ R4, x = 2y − t, y = z

}
.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Trouver une base de E (et le démontrer).

Exercice 4
Soit E =

{
(x, 2x, y + z − x, z + x), (x, y, z) ∈ R3

}
.

1. Montrer que E est un espace vectoriel.

2. Trouver une base de E (et le démontrer).

Exercices de difficulté croissante

Exercice 5
Soient dans R3 les vecteurs

v1 = (1, 1, 0), v2 = (4, 1, 4) et v3 = (2,−1, 4)

1. Montrer que v1 et v2 forment une famille libre. Faire
de même avec v1 et v3, puis avec v2 et v3.

2. La famille (v1, v2, v3) est-elle libre ?

Exercice 6
Soit (e1, e2, · · · , ep) une famille libre de E.
Montrer que
a 6∈ Vect (e1, e2, · · · , ep)
⇒ (e1 + a, e2 + a, · · · , ep + a) est libre.

Exercice 7

Soit E =

{
(xi)i∈[[1,n]] ∈ Rn,

n∑
i=1

xi = 0

}
.

• Montrer que c’est un espace vectoriel.

• Donner une base de E.

Exercice 8
Soit E l’ensemble des fonctions continues sur [−1, 1] qui
sont affines sur [−1, 0] et sur [0, 1].

1. Donner un exemple d’une telle fonction qui n’est pas
affine sur [−1, 1].

2. Démontrer que E est un espace vectoriel et en donner
une base.
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