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TD 2 - suites

Exercice 1
On définit la suite u par

u0 = 1 et ∀n ∈ N, un+1 = u2n + un.

1) (a) Montrer que ∀n ∈ N, un > n.

(b) En déduire la limite lim
n→+∞

un.

Le but de la suite de l’exercice est d’évaluer plus précisément le comportement de la suite quand n→ +∞.

2) Pour tout n ∈ N, on pose vn =
1

2n
lnun.

(a) Justifier que la suite v est bien définie.

(b) Montrer que

∀k ∈ N, vk+1 − vk =
1

2k+1
ln

(
1 +

1

uk

)
. (1)

(c) En déduire que la suite (vn) est croissante et que

∀k ∈ N, 0 6 vk+1 − vk 6
1

2k+1
ln (2) . (2)

(d) Montrer que
∀n ∈ N, 0 6 vn+1 − v0 6 ln (2) .

(e) En déduire que la suite v converge.
Dans la suite de l’exercice, on notera sa limite sous la forme lim

n→+∞
vn = lnα avec α ∈ R∗+.

3) (a) Montrer que la suite u est croissante.

(b) En s’inspirant de la méthode de la question 2) , montrer que

∀(n, p) ∈ N2, 0 6 vp+n+1 − vn 6
1

2n
ln

(
1 +

1

un

)
. (3)

(c) En déduire que : ∀n ∈ N, un 6 α2n 6 un + 1.

(d) Calculer lim
n→+∞

α2n

un
.

Que peut-on en déduire sur la position de α par rapport à 1 ?

4) Pour tout n ∈ N, on pose δn = α2n − un. La suite (δn)n∈N mesure l’écart entre α2n et un.

(a) Montrer que ∀n ∈ N, 0 6 δn 6 1.

(b) Montrer que

∀n ∈ N, δn =
1

2
+
δn+1 + δ2n − δn

2
α−2

n

.

(c) En déduire que la suite (δn)n∈N est convergente et calculer sa limite.
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