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TD 3 - suites

Exercice 1
On considère la suite (xn)n∈N définie par x0 ∈]0, 1[, et pour tout n ∈ N, xn+1 = xn − x2n.

1) Dresser le tableau de variation de la fonction f à valeurs dans R, définie sur [0, 1], par : f(x) = x− x2.

2) (a) Montrer que la suite (xn)n∈N est monotone et convergente.
(b) Déterminer la limite de la suite (xn)n∈N .

3) (a) Établir pour tout n ∈ N∗, l’encadrement 0 < xn 6
1

n+ 1
.

(b) Retrouver ainsi la limite de la suite (xn)n∈N .

4) Soit (vn)n∈N la suite définie par : pour tout n ∈ N, vn = nxn.

(a) Montrer que la suite (vn)n∈N est croissante.
(b) En déduire que la suite (vn)n∈N converge vers un réel ` que l’on ne demande pas de calculer.
(c) Montrer que 0 < ` 6 1.

5) On considère les suites (wn)n∈N et (Sn)n∈N définies par :

∀n ∈ N, wn = n (vn+1 − vn) et Sn =

n∑
k=1

wk

k
.

(a) Montrer que la suite (Sn)n∈N est convergente.
(b) Exprimer pour tout n ∈ N, wn en fonction de xn et de vn.
(c) En déduire que la suite (wn)n∈N converge vers ` (1− `) .
(d) À l’aide d’un raisonnement par l’absurde, montrer que ` = 1.

Indication : on pourra utiliser un résultat déjà prouvé en exercice.

Exercice 2
On considère deux réels A et B tels que 0 < A 6 B. On définit deux suites (xn)n∈N et (yn)n∈N par récurrence :

x0 = A, y0 = B et, ∀n ∈ N, xn+1 =
xn + yn

2
et yn+1 =

√
xn+1 yn .

1) Justifier que ces deux suites sont correctement définies et à termes strictement positifs.

2) Justifier que l’on peut définir un réel α ∈
[
0,
π

2

]
tel que A = B × cos(α).

On ne demande pas la valeur de α.

3) Vérifier que, pour tout n ∈ N∗,
xn
yn

=
yn
yn−1

et
yn+1

yn
=

√√√√1 +
yn
yn−1
2

.

4) Expression du quotient
yn
yn−1

On rappelle que, pour tout réel x,
cos (2x) = cos2 (x)− sin2 (x) = 2 cos2 (x)− 1 = 1− 2 sin2 (x) et sin (2x) = 2 cos (x) sin (x) .

(a) Montrer que, pour tout θ ∈
[
0,
π

2

]
,

√
1 + cos θ

2
= cos

(
θ

2

)
.

(b) En déduire par récurrence que, pour tout n ∈ N∗,
yn
yn−1

= cos
( α
2n

)
.

5) Expression et limite de yn

(a) On suppose que α 6= 0, montrer alors que, pour tout n ∈ N, yn =
B sinα

2n sin
( α
2n

) .
(b) Si α = 0, donner l’expression de yn en fonction de n ∈ N.

(c) Rappeler la limite de
sinx

x
lorsque x tend vers 0 ; et en déduire la limite de yn quand n tend vers +∞.

On pourra faire apparaître un taux d’accroissement en 0 pour calculer lim
x→0

sin (x)

x
.
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