HKBL

1 DEFINITION DES LIMITES AVEC LES QUANTIFICATEURS

lim f(x)=1/¢

r—r+00

VM >0, 39 >0, Ve el, x> xzy= f(z) > M.
Ve>0, Jz0>0,Veel, z>xg=|f(x)— ¥ <e.

li_r>nf(x):+oo VM >0,3n>0,Veel, |x—a|<n= f(z) > M.
xT a

lim f(z) =4

T—ra

Ve>0,dn>0,Veel, |[z—a|<n=|f(x)—{ <e

2 CONTINUITE

f est continueena e si et seulement si f(a) = lim f(z).
r—a

e si et seulement si
Ve>0,In>0,Veel,|zr—a|l<n = |f(z)— fla)] <e.
3 PROPRIETES SEQUENTIELLES

Soit (a,b) € (R U {#oo})?. Si u, —aet f(z) — b alors f(un) ———b.

n—-+oo

En particulier, si f continue ena € I.  lim f(u,)=f ( lim Un) = f(a).

n——+00 n——+0o

4 A GAUCHE OU A DROITE

e Limite en a : le point a est compris dans les valeurs atteintes si f est définie en a.

Limite & gauche, & droite de a : le point a n’est pas compris dans les valeurs
possibles (méme si f est définie en a).

— f peut avoir une limite & gauche et une limite & droite, égales, sans avoir de limite
en a (si f(a) est différent de cette limite commune).

Continuité en a : le point a est compris dans les valeurs atteintes.

Continuité a gauche et a droite de a : le point a est compris dans les valeurs atteintes.
— si f est continue & droite et & gauche, alors f est continue au point.

5 THEOREMES

Soit a € RU {£o0}

1. Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

2. Si f admet une limite finie non nulle en a alors f est du méme signe que sa limite
au voisinage de a.

LIMITES ET CONTINUITE
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f,p, % désignent des applications définies sur I et a € I.

Stabilité des inégalités larges
o Vz €1, f(z) < (),

e f et ¢ admettent des limites en a.

lim f(z) < lim ().

On suppose que :

Conclusion :

Théoréme d’encadrement ou des gendarmes

o Vo el p(x) < f(x) < (),
e ¢ et 1) admettent une limite finie commune ¢ en a.

On suppose que :

Conclusion : f admet une limite en a et lim f(z) = ¢.

T—ra

Théoréme de minoration — théoréme majoration pour —oo (en majorant).

e Vz e l,p(z) < fla),
e lim p(z) = +oo.

On suppose que :

Conclusion : f admet une limite en a et lim f(z) = +o0.

r—a
Théoréme de la limite monotone
e [ =]a, f] un intervalle ouvert,
e f est croissante sur I.

On suppose que :

Conclusion : f admet des limites en « et en § (éventuellement infinies).

Théoréme des valeurs intermédiaires
8 formulations équivalentes :

e Si f est continue sur un intervalle I contenant [a,b], alors f prend toutes les
valeurs situées entre f(a) et f(b).

e L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

e Si f est continue sur un intervalle I tel qu’il existe (a,b) € I, avec f(a)f(b) <0 (de
signes contraires), alors f s’annule entre a et b.

Théoréme des bornes atteintes

Une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes (elle posséde un
maximum et un minimum.)

Autre formulation : L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Théoréme de la bijection continue

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I alors

e f(I) = J est un intervalle,
e f est un bijective de I sur f(I),
e ! est également bijective, continue et de méme monotonie que f.
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