HKBL

SERIES NUMERIQUES

1 VOCABULAIRE
e Série de terme général u,, : Zum
n
e Suite des sommes partielles : (S,,), cn = <Z uk> .
neN
e Nature : converge ou diverge
n
Z Uy, converge — (Z uk> converge.
neN

k=0

La série converge <= la suite des sommes partielles converge.

— On ne change pas la nature d’une série en modifiant un nombre fini de termes.

Si la série converge : +00
e Somme de la série : la limite des sommes partielles est notée E U
k=0
+oo n +oo
e Reste d’ordre n : R, = E Uk — E Up = E ug, R, —0.
n—-+oo
k=0 k=0 k=n+1

2 OPERATIONS SUR LES SERIES CONVERGENTES

e Si A #0,alors > uy, et Y Au, ont la méme nature.
e Sid u, et v, convergent, alors > (u, + v,) converge.

+oo “+o0 +oo
En cas de convergence : Z (ug + Avg) = Z up + A Z V.
k=0 k=0 k=0

3 CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE
Si Y~ uy converge, alors (u,) converge vers 0 (la réciproque est fausse).
Zun converge = u, — 0.

Contraposée :

4 CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE

Si la série converge absolument, alors elle converge (la réciproque est fausse).
E |ug| converge = E uy, converge.

5 LIENS SUITES - SERIES

o (un)nen converge si, et seulement si, la série > (up41 — uy) converge.
e Si (S,) est une suite de sommes partielles associée a la série > u,,, alors,

U(]:S() et VHEN*, un:Snfsn—l

Si u, ne tend pas vers 0, alors la série > u,, diverge grossiérement.
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6 SERIES USUELLES

Les séries géométriques et dérivées convergent si et seulement si |g| < 1.

= 1 1 RS

e 2
Zn(n—l)q Q—W.

—+o0
-1
ng"" = ;
—q ; (1-q)?

n=2

1
Ls série de Riemann E — converge si, et seulement si o > 1.
n

n too n

. . x x
La série exponentielle E — converge pour tout x € R: "= E —-
n! n!
n=0

7 CRITERES DE CONVERGENCE DES SERIES A TERMES POSITIFS

Théoréme de la limite montone :

Toute série & termes positifs admet une limite dans [0, +00].

La série converge si et seulement si la suite des sommes partielles est majorée.
Comparaison série intégrale

Si f est une fonction positive décroissante sur R,

n
alors, la série Z f(n) est de méme nature que la suite ( / ft) dt)
0

Critéres de comparaison
Soient (uy) et (vy,) deux suites positives,

e SiVn € N,u, < vy,

neN

“+00 +o0
— si Y v, converge, alors Y w, converge et > ur < >, vk
k=0 k=0

— si > u, diverge, alors Y v, diverge.
e Siu, ~ v, alors > u, et Y v, sont de méme nature.
Si up, = o(vy) et si Y v, converge, alors Y u, converge.
Comparaison auzr suites usuelles

— Sl existe a > 1 tel que (n“u,,) majorée, alors > u,, converge.
— S’il existe @ < 1 tel que (n%uy,) tend vers £ € R*U{%o0}, alors 3 u,, diverge.
— S’ existe ¢ > 1 tel que (¢"u,,) majorée, alors > u,, converge.

Critére de d’Alembert

Si (un) est a termes strictement positifs, telle que “2+L ——— ¢ > 0.
n n—+o0o

— Si ¢ < 1, alors la série > u, converge.
— Si £ =1, ce théoréme ne permet pas de conclure.
— Si ¢ > 1, alors la série > u,, diverge.

2
Séries doubles Soit (a;;)(; jen2 € (R4)™, une suite positive a deux indices.

400 +0oo +o0 400
E E g = E E Qij-
i=0 j=0 7=013i=0

Avec la convention que « (+00) + a = a + (+00) = +00 » pour a € R.
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