
MPSI 1Comparaison asymptotique de suites

Définitions

1. Négligeable : lim
n→+∞

un

vn
= 0.

un = o (vn) .
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, |un| ⩽ ε |vn| .

2. Équivalentes : lim
n→+∞

un

vn
= 1.

un ∼ vn.
∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, |un − vn| ⩽ ε |vn| .

un ∼ vn ⇐⇒ un − vn = o(vn) ⇐⇒ un − vn = o(un).

3. Dominée : un

vn
borné.

un = O (vn) .
∃K > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ⩾ n0, |un| ⩽ K |vn| .

un = o(vn) ⇒ un = O(vn) et un ∼ vn ⇒ un = O(vn).

Transitivité : les trois relations sont transitives.
L’équivalence :

1. ∼ est une relation d’équivalence.

2. Deux suites équivalentes sont de même signe (strict) à partir d’un certain rang.

3. Deux suites équivalentes ont le même comportement asymptotique : elles sont de
même nature et si l’une admet une limite finie ou infinie, alors l’autre possède la
même limite.

Opérations sur les équivalents :

1. On peut multiplier les équivalents :

si un ∼ vn et u′
n ∼ v′n alors, unu

′
n ∼ vnv

′
n.

si un ∼ vn et λ ∈ R alors, λun ∼ λvn.
si un ∼ vn et α ∈ R alors, uα

n ∼ vαn .

2. Si un ∼ vn alors leurs suites extraites sont aussi équivalentes.

3. On ne peut pas additionner des équivalents,

4. On ne peut pas composer les équivalents avec une fonction.

Opérations sur les « o » :
Les opérations sont les mêmes pour les petits « o » et les grands « O ».

1. Combinaisons linéaires :
Si un = o(vn) et u′

n = o(vn), alors ∀(λ, µ) ∈ R2, λun + µu′
n = o(vn).

2. Produit :
Si un = o(vn) et u′

n = o(v′n), alors unu
′
n = o(vnv

′
n).

3. Produit par une même suite :
Si un = o(vn), et (an) ∈ RN (ne s’annule pas à partir d’un certain rang), alors
anun = o(anvn).

4. Passage à la puissance :
Si un = o(vn) et α > 0, alors uα

n = o(vαn).

5. Suites extraites :
Si un = o(vn) et φ une fonction d’extraction, alors uφ(n) = o(vφ(n)).

Croissances comparées :
(On peut remplacer n par toute suite qui tend vers +∞.)
Soient α, β, γ, a, b des réels

1. Si α < β alors nα = o(nβ),

2. Si |a| < |b|, alors an = o(bn),

3. Si β > 0, alors lnα(n) = o(nβ),

4. Si a > 1, alors nβ = o(an).

5. an = o(n!) .

Pour α > 0, β > 0 et a > 1,
(
lnβ n

)
≪ (nα) ≪ (an) ≪ (n!) .

Équivalents usuels :
Si un → 0,

eun − 1 ∼ un sinun ∼ un sh (un) ∼ un

ln(1 + un) ∼ un cosun − 1 ∼ −u2
n

2
ch (un)− 1 ∼ u2

n

2
√
1 + un − 1 ∼ un

2
tanun ∼ un th (un) ∼ un

(1 + un)
α − 1 ∼ αun Arctanun ∼ un

avec α ̸= 0.

n! ∼
√
2πnnn e−n.


