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e) Anneau des matrices carrées

a) Opérations sur les matrices

Ensemble .#, ,(K) des matrices a n lignes et p
colonnes a coefficients dans le corps K. Ad-
dition, multiplication par un scalaire, combi-
naisons linéaires.

Matrices élémentaires.
Produit matriciel ; bilinéarité, associativité.

Produit d’une matrice élémentaire de .#y, »(K)
par une matrice élémentaire de ./} 4(K).

Transposée d’une matrice.

Opérations sur les transposées : combinaison

linéaire, produit.

Toute matrice de .#n, »(K) est combinaison
linéaire de matrices élémentaires.

Si X est une matrice colonne, AX est une com-
binaison linéaire des colonnes de A.

Symbole de Kronecker d;, ;.

Notation AT.

b) Opérations élémentaires

Interprétation des opérations élémentaires sur
les lignes et sur les colonnes en terme
d’opérations matricielles.

Anneau ., (K).

Matrice identité, matrice scalaire.
Matrices symétriques, antisymétriques.
Formule du binome.

Produit de matrices diagonales, de matrices tri-
angulaires supérieures, inférieures.

Matrice inversible, inverse. Groupe linéaire.
Inverse d’une transposée.

Les opérations élémentaires

I'inversibilité.

préservent

Calcul de linverse d’une matrice, par opéra-
tions élémentaires ou par résolution d’un sys-
téme AX =Y.

Condition nécessaire et suffisante d’inversibilité
d’une matrice triangulaire ; I'inverse d’une ma-
trice triangulaire inversible est triangulaire.

Non commutativité si n > 2. Exemples de di-
viseurs de zéro, éléments nilpotents.

Notation I,.
Notations .7, (K), 4, (K).

Application au calcul de puissances.

Application au calcul de puissances.

Notation GL, (K).

Cas particulier des matrices diagonales.

c) Systémes linéaires

Ecriture matricielle AX = B d’un systéme ma-
triciel. Systéme homogéne associé.

Systéme compatible.

Les solutions du systéme compatible AX = B
sont les Y = Xp + Y ou Xy est une solution
particuliére et out Y parcourt ’ensemble des so-
lutions du systéme homogéne associé.

Le systétme AX = B est compatible si B est
combinaison linéaire des colonnes de A.

On reprend briévement ’algorithme du pivot, en
terme d’opérations élémentaires sur les lignes,
dans ce contexte général. Toute technicité est
exclue.

2 (QUESTION DE COURS

1) Calcul du produit de deux matrices élémentaires F;; X Ejg.
2) T.F(K) est stable par produit, en déduire que T}, (K) I’est aussi.
3) Montrer que tr(AB) = tr(BA), puis montrer qu’il n’existe pas de matrices A, B

de #,(K) telles que AB — BA = I,.

4) Pour J = (1)(i,j)6|[l,n]]27 calculer J? pour tout p € N.

5) Avec les notations et résultats du point précédent, calcul de (J — I)P.

6) Décomposition d’une matrice de .#,(K) de fagon unique comme somme d’une matrice

symétrique et antisymétrique.
7) Si A, B e GL,(K), AB € GL,(K).

Si A, B non nulles, AB=0= (A ¢ GL,(K) et B ¢ GL,(K)).

(

1 1 1
8) PuissancesdelamatricceA= |0 1 1

0 0 1

3 EXERCICES

Principalement sur les matrices.

, avec le binome de Newton ou par récurrence.

On peut (éventuellement) donner ensuite une suite récurrente un+1 = f(un) (sans accroisse-

ments finis).
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