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Les éléments en italique sont des ajouts ou précisions personnels, hors programme

officiel.

b) Continuité en un point

a) Limite d’une fonction en un point

Etant donné un point a de R appar-
tenant & I ou extrémité de I, limite finie
ou infinie d’'une fonction en a.

Unicité de la limite.

Si f est définie en a et posséde une limite
en a, alors lim f(z) = f(a).
r—a

Si f posséde une limite finie en a, alors f
est bornée au voisinage de a.

Limite & droite, limite & gauche.
Caractérisation séquentielle de la limite
(finie ou infinie).

Opérations sur les limites : combinaison
linéaire, produit, quotient, composition.

Passage a la limite d’une inégalité large.

Existence d’une limite par encadrement
(limite finie), par minoration (limite
+00), par majoration (limite —oco).

Théoréme de la limite monotone.

Les définitions sont énoncées avec des in-
égalités larges.

Notations f(z) — ¢, lim f(z).

Tr—a r—a

Notations %%ré f(x) ou $lg£1+ (z).

Continuité, prolongement par continuité
en un point.

Continuité a gauche, a droite.

Caractérisation séquentielle de la conti-
nuité en un point.

Opérations sur les fonctions continues en
un point : combinaison linéaire, produit,
quotient, composition.

La continuité de f au point a de I est
deéfinie par la relation f(z) — f(a).
r—a

c) Continuité sur un intervalle

Continuité sur un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires.

Image d’un intervalle par une fonction
continue.

Corollaire : cas d’une fonction continue
strictement monotone.

Théoréme des bornes atteintes : toute
fonction continue sur un segment est
bornée et atteint ses bornes.

Image d’un segment par une fonction
continue.

Une fonction continue sur un intervalle,
& valeurs réelles et injective, est stricte-
ment monotone.

Toute fonction réelle strictement mono-
tone, définie et continue sur un intervalle,
admet une fonction réciproque de méme
monotonie, définie et continue sur un in-
tervalle.

Principe de démonstration par di-

chotomie.

La démonstration n’est pas exigible.

La démonstration n’est pas exigible.

d) Fonctions complexes

Bréve extension des définitions et résul-
tats généraux sur les limites et la conti-
nuité.

Caractérisation de la limite et de la con-
tinuité a I’aide des parties réelle et imag-
inaire. 1
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QUESTIONS DE COURS 1

Montrer que deux fonctions continues sur I qui coincident sur & dense dans I sont
égales sur 1.

Trouver les fonctions continues f : R — R telles que
V(z, y) € R?, f(z +y) = f(z) + f(y).
Trouver les fonctions continues f : R — R telles que
Y(x, y) € R?, f(z +y) = f(z)f(y)-

Soit f continue sur |a, b[ et admettant des limites finies en a et en b.
Montrer que f est bornée sur |a, bl.
Montrer que cela reste vrai pour a = —o0 et b = 4-00.

QUELQUES EXERCICES TYPES

étudiants doivent avoir le réflexe pour la méthode des exercices suivants.
Existence de points fixes (ou équations s’y ramenant).

Résolution d’équations fonctionnelles. On pourra en poser de trois types :

(a) continuité + densité :
ezemple : trouver les fonctions f € €°(R, R) telles que

V(z,y) € R?, flz+y) = f(2)f(y).

(b) suite récurrente + continuité en un point :
exemple : trouver les fonctions f définies sur R et continues en 0 telles que

Ve € R, f(x) = f(Arctan (x)).
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