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CONVERGENCE DES SUITES

« L’infini n’est pas un état stable, mais la croissance elle-méme. »
Aristote

Les suites traduisent des phénoménes par étapes. Ces processus n’avancent pas de
fagon continue, mais par pas de temps entiers. Dés l'antiquité, elles ont servi a
Archiméde pour proposer une méthode d’approximation de 7 et ont interrogé sur la
notion d’infini.

Il faut attendre le XIX® siécle avec Cauchy pour formaliser la notion de limite. A sa
suite, Weierstrass donnera la premiére définition axiomatique rigoureuse de ’ensemble
des réels.

1 DEFINITION D’UNE SUITE

A Opérations sur les suites

Définition 1.1

Une suite réelle u est une fonction de RN.

On note la suite u ou (u,) ou (uy)neN-

Lorsque la suite n’est définie qu’a partir d’un rang ng, on note (uy )n>n,-
L’expression de u,, en fonction de n s’appelle le terme général.

A Il ne faut pas confondre la notation (u,) qui représente la suite toute entiére, et
uy, qui représente le terme n de la suite (c’est-a-dire un réel). Ecrire u,,, suppose que n
est un entier qui a été préalablement défini. En revanche, la notation (un) = (un),cn
comporte en elle-méme la définition de n (placée en indice dans la deuxiéme notation,
et sous-entendue dans la premiére).

Par exemple, il ne faut jamais écrire que u,, est croissante. C’est un non-sens !

C’est la méme distinction qu’entre une fonction f et sa valeur en un point : f(x).

— Définition 1.2

On définit les opérations +, X, et . sur les suites par :

1. Pour toutes suites (u,) et (v,), on définit la suite somme (u,) + (v, ) par
(un) + (vn) = (Un + vn).

2. Pour toutes suites (u,) et (v, ), on définit la suite produit (u,) x (v,) par
(un) X (vn) = (un X vy).

3. Pour toute suite (u,,) et pour tout scalaire A € R, on définit la suite A- (u,,) par

A (un) = (Aup).

Explications
Les opérations sur les suites se font terme a terme.

/\ On peut avoir (u,) x (v,) = 0 alors qu’aucune des suites n’est nulle. La structure
n’est pas intégre et on ne peut pas simplifier une égalité par une suite, méme si elle
est non nulle.

Exemple
Trouver deux suites (u,) et (v,) telles que (u,v,) soit la suite nulle, sans
qu’aucune des deux ne le soit.
Solution :
On définit (u,) par Vn € N, u, = 0 si n est pair et u, = 1 si n est impair.
Et on définit (b,) par Vn € N, v, = 1 si n est pair et v, = 0 si n est impair.
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Alors ni (un), ni (v,) ne sont des suites nulles, mais (unvy,) est nulle.

B Suites majorées, minorées et bornées

Définition 1.3

Une suite (u,) est majorée, s’il existe M € R tel que Vn € N, u,, < M :
(up) majorée <= IMeR,VneN, u, <M.

M est alors un majorant de (uy,).

A Le majorant, s’il existe, n’est pas unique, en particulier, si M est un majorant
de la suite u, alors tout nombre qui lui est supérieur est aussi un majorant de wu.

Explications
Une suite est majorée, s’il existe une « barriére » qu’elle ne dépasse pas.
Par définition, une suite est majorée, si I’ensemble de ses termes est majoré :

{un, nGN} < M.

Exemple
Montrer qu’une suite majorée a partir d’un certain rang, est majorée.
Solution :
Soit ng € N, le rang a partir duquel la suite u est majorée. On appelle M un de ses
majorants.
L’ensemble {u,, n € [0,n0]} admet une nombre fini d’éléments (no + 1), et il a donc
un maximum que P’on peut noter M. .
Si on pose M = max (M, M'), alors ¥n € N, u, < M.
Donc (un) est majorée.

Exemple (Notations)
Expliquer pourquoi u,, est toujours majoré.
Solution :
un désigne un terme particulier de la suite, et non toute la suite. Il est donc toujours
majorée (par lui-méme ou tout nombre qui est supérieur).
Les étudiants qui maitrisent les accords des participes passés, auront remarqué que le
terme « majoré » était écrit au masculin (pour désigner le terme de la suite) et non
au féminin (pour désigner toute la suite) : mais ce genre de notions grammaticales
dépasse beaucoup le cadre du programme et n’est donc réservé qu’aux étudiants les
plus a 'aise.

Le contraire d’une suite majorée s’obtient par la négation de ’assertion logique précé-
dente :

Propriété 1.4

Une suite (u,) n’est pas majorée si

VM eR, Ing € N, up, > M.

Explications

De fagon imagée, quel que soit le nombre M choisi (aussi grand soit-il), on trouvera
toujours un terme (désigné par un indice ng) qui dépassera M : up, > M.

De la méme fagon :

— Définition 1.5

(up) minorée <= ImeR, VneN, u, >m.

On dit que m est un minorant de (uy).

— Définition 1.6 (Bornes supérieures et inférieures)

Lorsque (u,) est majorée, elle admet un plus petit majorant que I'on appelle sa
borne supérieure.

sup u, = sup {u,, n € N}.

neN

Lorsque cette borne est atteinte en un terme uy,,, c’est alors un maximum.

Lorsque (u,) est minorée, elle admet un plus grand minorant que 1'on appelle sa
borne inférieure.

inf = inf , neN}.

Jnf up = in {tn, n }

rsqu rn inte en un terme u rs un mini .
Lorsque cette borne est atteinte e terme u,,, c’est alors un minimum

Preuve
Voir le cours sur les nombres réels. [ |

— Définition 1.7

On dit qu’une suite (u,) est bornée, si elle est a la fois majorée et minorée.
On note £*° I'’ensemble des suites bornées.

- Propriété 1.8 (Caractérisation d’une suite bornée)

(uy) est bornée si et seulement si (|u,,|) est majorée.
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Preuve
(un) est bornée <= I(m, M) € R?, tel que Vn € N, m < un < M

U
<— JAe R4, telqueVn e N, —A<u, <A (%)
< JA€ Ry, telqueVn €N, |u,| < A

<= (Junl|) est majorée.
Pour l’équivalence de (%), le sens direct s’obtient en prenant A = max(M,—m) et le
sens réciproque en prenant M = A et m = —A. [ |

Exemple
Pour a € R, (cos(an))neN € (.
Pour |a| < 1, les suites définies par up € R et ¥n € N, u,4+1 = au, sont bornées.
Pour b > 0, les suites définies par ug € R et ¥n € N, u,11 = u, + b sont
minorées, mais non majorées.

Propriété 1.9

Si (uy,) et (v,) sont deux suites bornées et A € R,
alors (up) + (vn), (un) X (v,) et A(uy,) sont des suites bornées.

Preuve
Si on suppose que (un) et (v,) sont bornées, alors 34 € R tel que Vn € N, |un| < A et
o] < A.
(pour A on prend le maximum entre deux majorants de u et v)
Somme :

|un + vn| < |un| + |vn] (inégalité triangulaire)
<

2A par hypothése.
Donc la somme est bornée.

Produit :
|unvn| < Jun| || < A%

Donc (unvy) est bornée.

Produit avec un scalaire :

[Aun| = [A| Jun] < |AA car [A| = 0.
Donc (Auy) est bornée. |
Exemple
Si (uy) et (v,) sont majorées, (u,) X (v,) est-elle nécessairement majorée ?
Solution :
Non, par exemple pour u, = v, = —n, alors les deux suites sont majorées, mais la suite

produit (u,v,) n’est pas majorée.

C Monotonie des suites

— Définition 1.10

On dit qu’une suite (u,) est

e croissante si Vn € N, up 1 = up,

strictement croissante si Vn € N, u,11 > uy,

e décroissante si Vn € N, u,11 < up,

strictement décroissante si Vn € N, w41 < .

Remarque : On peut aussi définir une suite croissante ou décroissante a partir d’un
certain rang ng.

Exemple
La suite définie par ug =1 et u,, = up_1 + % pour tout n > 1 est croissante.
La suite définie par u,, = % pour tout n > 1 est décroissante.

A Le contraire d’une suite croissante est une suite telle que Ing € N, upy41 < Up,-

Cela ne veut pas dire que la suite est décroissante.
Ainsi, une suite qui n’est pas croissante, n’est pas nécessairement décroissante : il ex-
iste des suites qui ne sont pas monotones ; elles ne sont ni croissantes, ni décroissantes.

Exemple
Donner 'exemple d’une suite qui n’est ni croissante, ni décroissante.

Solution :
La suite définie pour tout n € N par u, = (—1)" n’est ni croissante, ni décroissante.

Définition 1.11

(uy,) est dite monotone, si elle est soit croissante, soit décroissante.
(un,) est dite constante, si elle est a la fois croissante et décroissante.
(un) est dite stationnaire, si elle est constante & partir d’un certain rang.

— Méthode

Pour étudier la monotonie d’une suite (u,,), on peut

1. Etudier w,11 — u, (cas d’une suite définie avec des sommes ou une relation de
récurrence linéaire)

2. Etudier % si la suite est de signe constant et ne s’annule pas (cas des
n
suites avec des produits ou des puissances),

3. Siu, = f(n), étudier les variations de f.
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2 THEOREMES DE CONVERGENCE

A Suites convergentes

— Définition 2.1

On dit qu’une suite (u,) converge vers un réel ¢ (ou admet ¢ pour limite), si
Ve > 0, In. € N, tel que ¥n > ng, |u, — | <e.

On dit qu’une suite (u, ) est convergente, s’il existe un réel £ tel que (u,) converge
vers /.

Meéthode

Pour montrer qu’une suite converge en utilisant cette définition, on pose € > 0 quel-
conque, et on cherche un n. qui dépend de ¢ tel que tous les termes aprés n. soient
dans le couloir [¢ — &, ¢ + ¢].

Explications

Cela veut dire que la suite s’approche de ¢ autant que l'on veut. :

Si je trace un « couloir » aussi fin que je veux autour de £, il y aura toujours un rang
a partir duquel la suite sera « coincée » dans ce couloir.

Reprenons cette phrase et traduisons-la avec la définition formelle :

Si je trace un « couloir » aussi fin que je veux autour
de ¢, Ve >0

€ désigne la demi-largeur du couloir

il y aura toujours un rang

L . . In. € N
ne désigne un rang qui convient
a partir duquel Vn = n.
la suite sera « coincée » dans ce couloir lun, — £ < e

Contrairement & 'usage courant en francais, une limite n’est pas une barriére infran-
chissable. La limite est davantage comme un point d’équilibre qui attire la suite et
dont elle s’approche infiniment (elle peut éventuellement osciller autour, comme pour
un pendule amorti).

A

X o o °

\]

Ne

Dans la trés grande majorité des cas, on utilisera les théorémes de convergence présen-
tés plus loin pour démontrer la convergence et trouver la limite.

A n. dépend de ¢ (plus le couloir est étroit, plus n. sera grand).
Une suite qui tend vers +oo n’est pas convergente, méme si on dit que 400 est sa
limite.
Exemple
Trouver des exemples de suites divergentes qui ne tendent ni vers +o0o ni vers —oo.

1. Avec une suite bornée.

2. Avec une suite ni majorée, ni minorée.
Solution :

1. ¥n € N, u, = (—1)" définit une suite bornée divergente.

2. Vn € N, up = (—1)"n définit une suite divergente ni minorée, ni majorée.

Propriété 2.2

1. Si une suite (u,) converge, alors sa limite est unique.

2. Une suite (uy,) converge vers ¢ si et seulement si (u,, — £) converge vers 0.

Preuve

1. On suppose qu’il existe deux limites, ¢1 et £2 et on cherche & montrer qu’alors ¢1 = £2.
On suppose par I’absurde que ¢1 # f2. Par exemple ¢; < {2.
Idée intuitive :
L’idée est de montrer que la suite ne peut pas étre a la fois trés proche de ¢; et de £.
Pour cela on définit deux couloirs autour de ¢; et ¢2 de telle sorte que la suite ne
puisse étre dans les deux & la fois. I suffit de choisir une largeur de couloir égale au
tiers de la distance entre ¢1 et {s.
Puisque u,, — ¢1, on sait qu’a partir d’un certain rang ni, tous les termes sont dans
le couloir autour de #¢1.
Mais u, — f2 également. A partir d’un rang nso (a priori différent), tous les termes
sont dans le couloir autour de £2.
Ainsi, en allant au dela de ni et de no, les termes sont & la fois dans le couloir autour
de ¢1 et dans le couloir autour de ¢5. Mais c’est impossible car nous avons vu que les
deux couloirs sont disjoints. Il est donc impossible que (u,) tende vers deux limites
différentes.
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Formellement :

Onpose5=%>0.

un — €1, donc Iny € N, tel que Vn > nq, |un — f1] < e.
Un — €2, donc Ing € N, tel que Vn > na, |un — f2| < e.
Soit N = max(n1, n2), alors Vn > N,

A
lp—e<un <l +e¢ (%) 1 527é1€’—
Or€1+€=€1+%=%7 tr - |

et EQ*&‘:gQ*% = 72%;61.

Ainsi, 01 < la2, €1+ e < €2 — e, ce qui est contradictoire
avec l’équation ().

C’est absurde.

Donc ¢1 = ¢2 et la limite d’une suite est unique.

2. Simplement car |un, — £ — 0] = |un — £|.
Intuitivement, si (un) converge vers ¢, alors elle s’en approche infiniment. Cela veut
dire que la distance entre u,, et £ tend vers 0, c’est-a-dire que (u, — £) tend vers 0.

|
Exemple
. L . _ 1
La suite définie par u,, = 747 converge vers 0.
. L . o 1
La suite définie par v, = 777 + O converge vers 5.

ATout doit disparaitre : lorsque 'on est passé a la limite, tous les « n » ont
disparu. Ils tendent tous vers 400, et on ne doit pas en retrouver dans le résultat.

’, Théoréme 2.3

Si (u,) converge, alors elle est bornée.

Remarque : On utilise souvent la contraposée : si une suite n’est pas bornée, alors
elle diverge.

Preuve
Soit € > 0 fixé, par exemple € = 1,
si un, — £, alors
Ine € N, tel que Vn = ne., |u, — €] <1

De plus, {un} est un ensemble fini d’éléments. Il admet donc un maximum M et
n<ne
un minimum m.
Ainsi Vn < ne, m < un, < M.
Et pourn>ng, £—1<u, <L+ 1.
Par conséquent,
VYn € N, min(m, £ — 1) < u, < max(M, £+ 1)
Donc (un) est bornée. [ |

A La réciproque est fausse. Par exemple la suite (Sin %) est bornée mais ne con-
verge pas. Nous verrons cependant, avec le théoréme de Bolzano-Weierstrass qu’il
existe une forme de réciproque affaiblie.

— Propriété 2.4
Si (uyn) et (e,) sont deux suites réelles, telles que
1. (uy) est bornée,
2. (&n) tend vers 0,

alors (upey) tend vers 0.

Preuve
Si (un) est bornée, alors AM € Ry, tel que Vn € N, |un| < M.
Sans restreindre la généralité, on peut supposer M > 0. Soit € > 0, on peut poser
e =5 >0 (car M > 0),
comme &, — 0,

Ve >0,3n0 € N,VYn € N, n >no = |gn|<g:%
Donc Vn = no, [unen| = |tun||en] < M |en| < . Donc (un €,) converge vers 0. [ |

Exemple

Etudier la convergence de la suite définie pour tout n € N* par
Solution :

La suite (sinn) est bornée (car la fonction sinus est bornée sur R).
La suite (1) converge vers 0.

D’aprés la proposition 2.4, % — 0.

sinn
e

Exemple
Trouver des contre-exemples lorsque 'une des deux hypothéses de la propriété 2.4
n’est pas vérifiée.
Solution :
* Si (un) n’est pas bornée, mais &, — 0, alors la suite peut converger vers 0, vers une
limite non nulle, ou méme diverger.
Par exemple pour u, = n?.
Si on pose €, = n—ld — 0 alors la suite produit tend vers 0.
Si on pose €, = 7712 — 0 alors la suite produit tend vers 1.
Si on pose &, = % — 0 alors la suite produit tend vers +oc.

* Si (up) est bornée, mais &, 4 0, alors la suite peut converger vers 0, converger vers
une limite non nulle ou diverger. Par exemple, pour €, = 1,

Si on pose u, = 0 qui est bornée, alors la suite produit tend vers 0.

Si on pose u, = 1 qui est bornée, alors la suite produit tend vers 1.

Si on pose u, = (—1)" qui est bornée, alors la suite produit diverge.
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B Suites divergentes

— Définition 2.5

Une suite divergente est une suite qui ne converge pas. C’est-a-dire

(up) diverge <= VL e R,3eg>0,YN € N,In > N tel que |u, — €] > &g.

— Définition 2.6

Une suite (u,,) admet +o0o pour limite si et seulement si

VM € R, dng € N, tel que Vn > ng, u, > M.

A 1. Une suite qui diverge ne tend en général pas vers Foco.

2. Il ne suffit pas que (u,,) ne soit pas majorée pour quelle tende vers +oc.
En effet, il faut en plus que (u,,) reste au dessus de M a partir d’un certain
rang.

Exemple
La suite définie pour tout n € N par u,, = n(—1)" est une suite non bornée qui
diverge, mais elle ne tend pas vers +oo.

( Propriété 2.7

Une suite qui admet +o00o (resp. —oco) comme limite est non bornée, donc diverge.

Preuve
Si uy, tend vers +oo, alors VM € R, dng € N, Vn > no, un = M.
En particulier un, > M ce qui prouve que la suite est non bornée.
Or, on a vu que toute suite convergente est bornée, donc par contraposée, si la suite
n’est pas bornée, alors elle diverge. |
Remarque : On définit de méme une suite admettant —oo pour limite.

— Définition 2.8

La convergence ou divergence d’une suite s’appelle sa nature.

- Propriété 2.9

La modification d’un nombre fini de termes de la suite ne modifie pas sa nature ni
son éventuelle limite.

Preuve
Si un nombre fini de termes sont modifiés, on peut noter N le plus grand indice de
ceux-ci et il suffit de choisir ng > N pour appliquer les définitions. |

C Opérations sur les limites

— Théoréme 2.10

Soient (uy) et (v,) deux suites convergentes de limites respectives ¢ et ¢/,
soit (A, ) € R%

1. Mup) + p(vy) est convergente de limite M + pf’ (linéarité).

2. (up) X (vy) est convergente de limite £ x ¢'.

Preuve
Preuve pour A(un) :
Si A =0, la suite est identiquement nulle et Au,, — 0 = A\/.
SiA#£0,
Soit £ > 0, alors 157 > 0 car [A| > 0.

On peut donc appliquer la définition de la convergence de (u,) a &’ = 5
Donc
dng € N,Vn e N, n > no = |up, — 4| < ﬁé|)\||un—é|<5 = Aup — M| <e.

Donc A(urn) converge vers AL.

Preuve pour (uy) + (vy) :
On utilise I'inégalité triangulaire dans la définition.
Soit € > 0, on pose &’ = £ > 0.
Ing e N,Vne N, n>no = |up, — €| <

)

Ing €N, YneN, n>ny = |v, — | <

M N M

Donc pour n > max(no, ng),

|Un+1}n —(€+€')| = |un -0 + vn—€'| < |un — £+ |vn —€/|
€ €
< = — =€.
S 2 + 3 13
Donc (u, + v,,) converge vers £ + £'.
On en déduit la propriété de linéarité énoncée dans le théoréme.

Preuve pour (up) X (vy) @

On remarque que unv, — 0 = (un — vy + (v, — £)

Or (vy) converge donc est bornée et (u, — £) — 0.

Donc d’aprés la propriété 2.4, (un — £)vn, — 0

De méme, (v, — £ )u, — 0.

Donc par somme (preuve précédente), u, v, — £ — 0.

Donc un v, — £0. [ |

(inégalité triangulaire)
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Lemme 2.11

Si (v,) est un suite convergente de limite non nulle, alors v, est strictement de
méme signe que sa limite & partir d’'un certain rang (et en particulier v, # 0 a
partir d’un certain rang).

Preuve
v, — £ # 0. Si on pose € = % > 0, alors Ing € N, Vn = no, |un — ¢ <e.
Par exemple, si £ > 0, alors Vn > ng, 0 < % <un < %, donc u, > 0.

De méme, si ¢ < 0, alors Vn > no, %e < up < g < 0, donc uy, < 0. |

— Théoréme 2.12

Soient (u,) et (vy,) deux suites convergentes de limites respectives £ et £/ avec ¢/ #£ 0

1. la suite (vi) est définie & partir d’un certain rang et elle est convergente de
limite %,

2. la suite (=) est définie & partir d'un certain rang et elle est convergente de
limite £

~ Théoréme 2.13 (Tableau des limites)

Preuve
11 suffit de faire la preuve pour le premier point. Le deuxiéme en découle & partir du
théoréme du produit de deux suites.
vp — £ # 0, donc Ing € N, tel que Vn > no, vn, # 0.

On peut donc définir la suite (%) .
nzng

n

1 1

vn U

U — v,

o — 2
vt

ol

Idée :

A présent, I'idée est de montrer que (ﬁ) est bornée (ce qui nous permettra d’utiliser
la propriété 2.4).

Or, montrer que 'inverse est bornée, revient a prouver que v, n’est pas « trop prés »
de 0. On utilise pour cela sa convergence pour ’écarter d’au moins @ de 0 (avec le
bon choix pour ¢).

Formalisat,;ion :

Pour € = @ >0, In. € N, tel que Vn € N, n > n., |v, — €| <
Ains, pour n > ne, le corollaire de I’inégalité triangulaire donne

1]
5

' / ’ / ;0
onl = € +vn = L] 2] = |on | >4 = 5 = <.
Donc [0, '] = |va] |€] > 4.
Donc Vn > max(no, ne), | S z%
La suite ﬁe’ est donc bornée et la suite (v, — ¢') tend vers 0. Donc ﬁ — 0. |

Exemple
Montrer, en s’inspirant de la preuve précédente, que si u,, — ¢, alors |u,| — |¢].

7
Solution :
Méthode 1 :
Soit € > 0.
Ing € N, Vn = no, |un — ¢ <e.
Or |uyn| = |un — £+ £|, donc en appliquant I'inégalité triangulaire et son corollaire :

€] = [un — €] < [un| < €] + |un —£].

Puis en utilisant la majoration précédente : |u, — £| < €, on trouve |[¢|—e < |u,| < |[f|+€
ce qui prouve le résultat cherché.

Méthode 2 :

Si ¢ = 0, alors il suffit d’appliquer la définition.

Si¢ > 0, alors, la suite est strictement positive & partir d’un certain rang, donc |un| = un
et la convergence de |u,| correspond a celle de ¢.

Si¢ < 0, alors, la suite est strictement négative a partir d’un certain rang, et |u,| = —un,
donc par linéarité de la limite, |un| — —€ = |£].

{ et ¢’ sont deux réels non nuls

U, Un Uy + Uy, Uy, X Uy, P
Y4 A 0+ 74 %
0 A 4 0 0
+o0
¢ 0 ¢ 0 pas de limite
0 0 0 0 indéterminé
Y4 +o0 +00 +00 0
0 +o00 +00 indéterminé 0
400 | ¥ +00 +o00 400
0 indét iné +00
—+00 +00 Indéterminé pas de limite
+00 | +o0 +00 +00 indéterminé
+00 | —oo | indéterminé —00 indéterminé

u
L’existence du quotient — suppose que la suite (v,) ne s’annule pas & partir d’un
v

n

certain rang.
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Explications

La forme indéterminée veut dire qu’il n’existe pas de formule générale. Mais cela ne
veut pas dire qu’il faille s’en contenter. Au contraire, il faut exprimer différemment
la suite pour trouver sa limite et lever I'indétermination.

A Une suite de limite nulle peut ne jamais s’annuler. Par exemple % admet 0 pour
limite, mais ne s’annule jamais.

— Méthode (Lever une indétermination)

1. Lorsque c’est un quotient de puissances, on factorise par les termes de plus
grande puissance au numérateur et au dénominateur.

2. Lorsque c’est la différence de deux racines, on utilise la quantité conjuguée.

Les croissances comparées puis I'analyse asymptotique compléteront ces méthodes.

Exemple
Etudier la nature de la suite définie pour tout n € N, par
3 —5n+1
Up = 7.
" n346n2+8
Solution :
Pour n > 1, on factorise par n® au numérateur et par n® au dénominateur.
2- 5+ k
Up = —F -
e

Le numérateur tend vers 2 et le dénominateur vers 1. Donc par quotient u,, — 2.

Exemple
Etudier la nature de la suite définie pour tout m € N, par u, =
—n3—n?+n+1

6n2 4+ 7
Solution :
Pour n > 1, on factorise par n

3 au numeérateur et par n? au dénominateur.

1 1 1
“lratrtas

6+
Dans la fraction, le numérateur tend vers —1 et le dénominateur vers 6, donc le quotient
tend vers —%. Avec le n en facteur, u, — —oo par produit.

Up =N

Exemple
Etudier la nature de la suite définie pour tout n € N, par u,, = vn +4—+/n + 1.

Solution :

VneN, vn+4++v/n+1%#0, donc
B (Vn+4d—vn+1) (Vn+4d+vn+1)

n+4—(n+1) 3

Uy, =
vn+4+v/n+1
Or (par somme) vn + 4+ v/n+ 1 — +o0, donc par quotient, u, — 0.

T Vntd+vntl Vntd+vntl

Exemple

3vn+1
Vn+2+v/n+3

Etudier la nature de la suite définie pour tout n € N, par u,, =

Solution :
Vn € N, vVn+ 2+ +v/n+ 3 # 0, donc la suite est bien définie.

1 1
_ 3/7’L+1 _@ 3 1+; _ 3 1+;
" vn+2++vn+3 \/ﬁ\/1+2+\/1+§ \/1+Z+\/1+§.

Or 3 1+%*>36t1/1+%+ 1+%%2parsomme.

Donc par quotient, (u,) converge et nll)r_»r_loo up = 3.

D Convergence des suites monotones

’rThéoréme 2.14 (Théoréme de la limite monotone)
S

i (u,) est une suite monotone, alors (u,) admet une limite finie ou infinie.

Les deux énoncés suivants vont nous donner des précisions sur le comportement de la
suite, selon qu’elle est bornée ou non. Leur preuve permettra donc de démontrer le
théoréme de la limite monotone.

- Théoréme 2.15
1. Si (uy) est une suite croissante majorée, alors (u,) converge et sa limite est

lim w, = sup u,.
n——+00 neN

2. Si (uy,) est une suite croissante non majorée, alors (u,) diverge vers +oo.

Preuve
1°F cas : si (un) est non majorée.
Alors par définition d’une suite non majorée :

VM € R,3nn € N, tel que un,, > M.

Or (uy) est croissante, donc Vn = nar, Un = Un,, > M.
Ainsi
VM € R,3Iny € N, tel que Vn > nar, un > M.

C’est la définition d’une suite qui tend vers +oo.

2° cas : si (un) est majorée, alors elle admet une borne supérieure M.
Ainsi, par définition de la borne supérieure,
Ve >0, In: € N, tel que M — e < up. < M.

La premiére inégalité traduit que M est le plus petit majorant : s’il n’existait pas de
un, supérieur & M — €, alors M — ¢ serait aussi un majorant, qui serait strictement plus
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petit que M. C’est absurde. D’ou l'existence de u,, > M — ¢.

La deuxiéme inégalité traduit que M est un majorant, c’est-a-dire que tous les termes
de la suite lui sont plus petits : u,, < M.

Or (un) est croissante, donc Vn = ne, un = un, > M —¢.

De plus comme M est un majorant de la suite, Vn > ne, u, < M.

Ainsi

Ve >0,3n. €N, telqueVn e N, n>n. == M —e < un < M = |up, — M| <e.

Donc u, — M sa borne supérieure. | |

— Corollaire 2.16

1. Si (uy,) est une suite décroissante minorée, alors (u,) converge et sa limite est

lim wu, = inf u,.
n—-+o00 neN

2. Si (uy) est une suite décroissante non minorée, alors (u,,) diverge vers —oo.

Preuve
On utilise le théoréme 2.15 avec la suite —u. [ |

— Méthode (Utilisation du théoréme de la limite monotone)

Pour une suite monotone bornée, le théoréme de la limite monotone donne
I’existence de la limite.

Mais il est souvent difficile de trouver la valeur de cette limite avec ce théoréme
(on n’a aucun moyen de connaitre la borne supérieure).

Une fois que I'on sait que la suite converge, on cherchera donc un autre moyen pour
calculer la limite (si c’est demandé).

A Il faut vérifier que le majorant ne dépend pas de n : c’est un nombre fixe.

Exemple

"1
Un :Zﬁ.
k=0

Montrer que (u,) converge (on pourra utiliser la majoration
Solution :
On remarque que pour k = 0, k¥ = 1 # 0, la suite est donc bien définie.

FF < e)-

[an g NG | 1
’U/n+1_un:E k—k—g F:W>O
k=0 k=0

Donc la suite est croissante. Vn > 2,

0<un=) e S1H1+> 0p  (carVn>2, K >2")
k=0

k=2

L1-(5)" : :
<2+ » 1.1 (somme des termes d’une suite géométrique)

)

1 1

<24+ =-(1-
+ 2 ( 271,71)

1 5

<2+ 3 < 3 (ne dépend pas de n).

Donc (un) majorée par 3.
(un) est croissante majorée, ainsi, d’aprés le théoréme de la limite monotone,
(un) converge (et sa limite est dans [0, 2] mais le théoréme n’en dit pas plus).

— Définition 2.17

Deux suites u et v sont adjacentes, si 'une est croissante, I’autre décroissante et
si leur différence tend vers 0.

— Théoréme 2.18 (Suites adjacentes)

Deux suites adjacentes convergent et ont la méme limite.

Preuve
Soient u et v les deux suites adjacentes, avec u croissante et v décroissante.
* On démontre que (u,) majorée.

11111 U, — vn = 0, donc pour € = 1, il existe ng € N, tel que Vn > ng, up, — v, < 1,
n—-+00o

donc u, < vn + 1 < wo + 1 par décroissance de v.

On remarque méme que cette majoration est aussi vraie pour tout n € N par croissance
de u. x On démontre que (u.) et (v,) convergent.

u est croissante majorée, donc converge (d’aprés le théoréme de la limite monotone).
Or u — v converge, donc v = v — (u — v) converge par sommime.

Et par opération sur les limites

lim v, = lim wu,+0.
n—-+oo n—+oo
|
Exemple (Suite harmonique : & connaitre)
On note
. 11 1
Vn € N un:1+§+g~-~+f—ln(n),
. 11
Yn € N vp=1+-+ -+ ——In(n+1)
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Montrer que (u,) et (v,) convergent vers une limite commune notée ~.
Solution :

1 1 n
Un+1 — Un 7—ln(n+1)+ln(n)—n+1+ln<n+1>

T n+1
1 n+1-—1
= 1
n+1+n( n+1 )

1 1
= — 1 1_7 .
n+1+n( n+1)

Or Vz > —1, In(1 + z) < x (inégalité a connaitre), donc

1 1
mENG Unyi—wu n—|—1+( n+1)

Donc (un) est décroissante.

vn+1fvn:Lfln(n+2)+ln(n+1):Lfln (1+L).
n n

+1

Et avec la méme inégalité que précédemment,

+1 n+1

1 1
’Un+1—1)n>n7+1—n7+1>0-
Donc (vy,) est croissante.

Orun—von=In(n+1)—Inn=In(1+21)—o0.
Donc (un) et (vn) sont deux suites adjacentes.
Leur limite 7 s’appelle la constante d’Euler (y = 0, 576).

Exemple (Théoréme des segments emboités)
Voici une autre formulation du théoréme des suites adjacentes :
Si (I,,) est une suite de segments de la forme [a,,, b,], tels que

1. VneN, I,41 C I,

2. lim b, —a, =

alors ﬂ I, est un singleton
neN

E Convergence et comparaison

Théoréme 2.19 (Conservation des inégalités par passage a la limite)

Si (uy,) et (vy,) sont deux suites convergentes telles que u,, < v, a partir d’un certain

rang, alors

lim wu, < lim v,.
n—-+oo n—-+oo

— Corollaire 2.20

Soit a € R une constante fixée, et (u,) une suite convergente.

e si u, < a a partir d'un certain rang, alors

lim u, <a.
n—4oo

e si u, > a a partir d'un certain rang, alors

lim w, > a.

n—-+4oo

A Méme dans le cas d’une inégalité stricte : u, < v,, on conserve une inégalité

large pour les limites.
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Preuve
On raisonne par 'absurde (la preuve ressemble beaucoup & celle de la propriété 2.2 sur
l'unicité de la limite) :

Supposons que un, —> £y, et v, — £y, avec £, > £,. On peut alors poser € = e”ge” ,
Comme uy, — £y, In1 € N, tel que Vn = ny, |up —lu| <& = up =y, — €.
Comme v, — £y, Ing € N, tel que Vn = na, |vn — by <& = v, < by +e.
donc Vn > max(ni, ne), un = €y —e = % et v, < Vly +e= %.
Comme ¥, > £,,
Ly + 20 20y, + 4
" < u 3 v u3 v < n-
Or, on a supposé u, < v, & partir d’'un certain rang : c’est absurde.
Donc £, < 4, : les inégalités (larges) donc conservées par passage a la limite.
Pour le corollaire, il suffit de prendre v une suite constante égale a a. |
Théoréme 2.21
Si u, — +00 et si (v,) est une suite telle que Vn € N, u, < vy,.
Alors
Uy, —> +00.
Remarque : 11 existe un théoréme analogue en —oo.
Preuve
On utilise la définition de la limite en +o00 pour v.
Soit M € R,
Un, — +00, donc Inysr € N, tel que Vn = nas, un = M.
Or Up = Up, donc Vn € N, n > ny = v, = M.
C’est la définition pour dire que v, — +00. [ |

Exemple
Soit (ay) et (by,) deux suites réelles.
On suppose que ¥n € N, a, < by,, que la suite (a,) est croissante et que la
suite (b,,) converge.
Montrer que la suite (a,) converge, et comparer les limites des deux suites.
Solution :
La suite b converge, donc est majorée, notons M un tel majorant.
Ainsi Vn € N, a, < b, < M.
Donc la suite (an) est croissante et majorée par M, donc elle converge (théoréme de la
limite monotone).

Alors, par passage des inégalités aux limites lim a, < lim b,.
n——+oo n——+oo

Soient (uy) et (vy) deux suites convergentes de méme limite £.
Si (ws,) est une suite telle que

VTlEN, ungwngvna

alors (w,,) est convergente de limite .

~ Théoréme 2.22 (Théoréeme d’encadrement dit aussi théoréme des gendarmes) —

A Pour utiliser le théoréme de passage des inégalités au limites, il faut d’abord
montrer que les suites convergent.

Dans le théoréme d’encadrement, la convergence de (w,) est une conclusion : le
théoréme d’encadrement montre que la suite converge et donne sa limite.

Preuve
Soit € > 0,
up — ¢, donc Inq, tel que Vn e N, n > n1 = |un — € <e =L —e < up.
vp, — £, donc Ing, tel que Vn €N, n 2 ng = v, — | <e = v, < L+e.
Donc Vn > max(ni,n2), £—¢e < up < wn <vn <L+e.
C’est-a-dire |w, — €] < . Donc w, — £. [ |

3 SUITES EXTRAITES

On n’est pas toujours intéressé par la totalité de la suite. Parfois au contraire, on
n’étudie qu’une suite extraite : par exemple la suite dont on ne garde que les indices
pairs : ug, Ug, Ug - - - .

De telles suites extraites nous donnent chacune des informations partielles, mais peu-
vent s’avérer beaucoup plus faciles & étudier.

Par exemple, pour montrer qu’une suite diverge, il suffira de trouver une extraction
de cette suite qui diverge.

Pour construire cette suite extraite, la seule condition est d’avancer strictement dans
les indices sans s’arréter (on ne veut pas « piétiner » sur le méme indice, ou pire,
revenir en arriére).

On peut alors numéroter les nouveaux indices de la suite extraite par ¢(0), (1), - - -
de telle sorte que la fonction ¢ : N — N soit strictement croissante.

Par exemple, pour les indices pairs, on aura : ¢(0) = 0, p(1) = 2, ¢(2) =
4, -+, p(n) =2n, -

— Définition 3.1 (Suite extraite)

Soit (uy,) une suite.
On appelle suite extraite de (u,), toute suite (v,) définie par

Vn e N Up = Ug(n),

ou ¢ : N — N est une application strictement croissante appelée fonction
d’extraction.

Explications
La nouvelle suite correspond alors & I’application composée u o ¢ :

N - N — R
no—= @n) = Upm)-

Exemple
(u2n),cn €St une suite extraite de (u,) qui ne prend que les termes 2n.



MPSI

https://molin-mathematiques.fr

De méme (u2n+1)n€N est une autre suite extraite.
(u("2))n6N est une autre suite extraite.

~ Définition 3.2 (Suites d’indices pairs et impairs)

Soit (u,) une suite.
On appelle suite extraite d’indices pairs de (u, ), la suite (v,,) définie par
Vn € N,

Uy = U2p.

On appelle suite extraite d’indices impairs de (uy), la suite (w,) définie par

Vn € N,

Wpn = U2p+1-

Explications
Cela revient simplement & ne prendre que les indices pairs ou que les indices impairs.

A Nouvelle extraction : si (uip(n))n cn st une suite extraite de u, alors une suite

extraite de (uw(n))neN par la fonction d’extraction v s’écrit (uw(w(n)))
Il en faut pas se tromper d’ordre dans la composition.

neN "’

N - N — N — R
no= ) = e((n) = Upn)-

Propriété 3.3

Si ¢ : N — N est une application strictement croissante, alors

VneN, ¢(n)=n.

Preuve
Par récurrence sur N. [ |

’, Théoréme 3.4

Si (n),en tend vers £ € R, alors toute suite extraite de u tend aussi vers £.

Preuve

Par exemple si £ € R, on suppose donc que u, — £.

Soit € > 0, il existe donc ng € N tel que Vn > ng, |u, — €| <e.

Or Vn = no, ¢(n) > n, donc ¢(n) > no, donc ’uw(n) — Z‘ <e.

Ceci prouve donc que () — £.

On a le méme raisonnement dans le cas d’une limite infinie. |
Exercice
Montrer que la réciproque est aussi vraie.

Solution :
Si on considére la fonction d’extraction égale a I’identité, alors on a le résultat voulu.

— Corollaire 3.5 (Montrer qu’une suite diverge)

1. Si une suite v admet au moins une suite extraite n’admettant pas de limite,
alors elle n'admet pas de limite.

2. Si une suite © admet deux suites extraites qui tendent vers des limites dif-
férentes, alors elle n’admet pas de limite.

Les suites les plus simples a considérer sont souvent (us,) et (ugn41), mais
I’expression de la suite peut pousser vers d’autres suites extraites.

Preuve

1. Cas particulier de la propriété précédente (contraposée du sens direct).

2. Idem.

Exemple
Montrer que la suite définie pour tout n par u, = (—1)" diverge.
Solution :
La suite extraite d’indices pairs (u2.), o st constante égale a 1, donc elle converge
vers 1.
La suite extraite d’indices impairs est constantes égale & —1, donc elle converge vers —1.
Donc la suite u diverge.

A Ce théoréme est rarement utilisé pour montrer qu'une suite tend vers ¢, mais
plutét pour démontrer son contraire.

En effet, pour montrer que v — £, il ne suffit pas de trouver une suite extraite qui
tende vers £, mais il faut montrer que toutes ses suites extraites tendent vers ¢ (et
il y en a beaucoup...)

Dans 'exemple précédent, les deux suites extraites d’indices pairs et d’indices impairs
convergent et pourtant la suite u diverge.

Cependant, il existe un cas particulier trés utile qui consiste a considérer les deux
suites extraites d’indices pairs et d’indices impairs. En effet, mises ensembles, ces deux
suites contiennent tous les termes de u et il n’est alors pas nécessaire de considérer
les autres extractions.

Définition 3.6 (Valeurs d’adhérence)

Les valeurs d’adhérence dans R d’une suite u sont toutes les limites de ses suites
extraites convergentes.

Exemple
La suite définie pour tout n € N par u,, = (—1)" admet seulement deux valeurs
d’adhérence 1 et —1 (on a seulement prouvé que 1 et —1 sont valeurs d’adhérence,
mais pas que ce sont les seules, comment feriez-vous 7)


https://molin-mathematiques.fr

MPSI

13

Propriété 3.7

(u2n) et (ugn41) tendent vers une méme limite £ € R, si, et seulement si
(uy,) tend vers /.

Preuve
Le sens direct.
Montrons-le pour une limite finie : soit € > 0,
uz2n — £, donc Ing, tel que Vn € N, n > ng, |uzn — | < e.
Uzn+1 — £, donc Inq, tel que Vn € N, n = n1, |ugnt1 — 4] < e.
Donc Vn > max(2no,2n1 + 1), |u, — €] < e.
Donc u, — 4.
La preuve est semblable pour une limite infini Le sens réciproque est un cas particulier
des théorémes précédents.
|

Théoréme 3.8 (Théoréme de Bolzano- Weierstrass) }

De toute suite réelle bornée on peut extraire une suite convergente.

Preuve (Par dichotomie — principe & connaitre)
L’idée est de chercher par dichotomie, un point d’accumulation des termes de la suite.
Si on représente les valeurs prises par la suite sur I'axe des réels, le théoréme indique
qu’il existe au moins un point a proximité duquel s’accumuleront une infinité de termes
de la suite.

T g T > T B T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

On coupe & chaque fois 'intervalle en deux en son milieu, puis on ne conserve qu’une
seule des deux parties qui admet une infinité de termes de la suite (parfois les deux peu-
vent avoir une infinité de termes, auquel cas, on peut prendre la premiére par exemple).
Ainsi, les bords de 'intervalle vont former deux suites adjacentes qui convergent vers la
méme limite £.
Si on prend intelligemment un terme de u dans chaque intervalle ainsi formé, on obtient
donc une suite extraite qui converge vers .
Formellement : On définit les suite a,, et b, par
ap = 7116111;1 (un) et b, = 51612 (un) (les bornes existent dans R car la suite est bornée).

n

Puis, pour tout n € N, on note ¢, = “"TH’". Comme [an, ¢n]U[cnbn] admet une infinité

de termes de la suite, alors, au moins 'un des deux intervalles en contient également
une infinité (par contraposée).

Si [an, ¢n] contient une infinité de termes, on pose ant1 = an €t b1 = cn.

Sinon, on pose an4+1 = Cn €t bpy1 = by,.

Ainsi bp41 — ant1 = %(bn — an) €t Ant1 =2 Gn, bnt1 < bn.

On construit donc par récurrence des suites (an),cn €t (bn),cn Monotones de sens
contraires et telles que Vn € N, b, — a, = 2% (bo — ao) m 0.

Ces suites sont adjacentes donc elles convergent vers une limite ¢ commune.

Pour chaque n € N, E, = {p € N, a,, < up < by} est infini par construction. On con-
struit donc la fonction d’extraction ¢ par

p(0)=0etVn € N, o(n+1) =min E 41 N{p = p(n) + 1}.

(L’intersection des deux ensemble est lui-méme infini, car E, N {p < p(n)} est fini : il
contient au plus ¢(n) éléments).

Ainsi, la fonction ¢ : N — N est strictement croissante et Vn € N, ug(n) € [an, bn].
Donc par encadrement,

w e e =&

Exemple

Montrer que si v admet une suite-extraite convergente, alors elle en admet une
infinité.

Solution :

Si on note (ukp(n)) une suite extraite convergente.

Alors toute suite extraite de u, est encore convergente (vers la méme limite que uy,).
Montrons donc que pour une suite donnée, il existe une infinité de fonctions d’extraction.
Pour tout ¢ € N, on pose ¥° :n — n + 1.

" est bien une fonction d’extraction, et toutes les fonctions ¢ donnent des suites
extraites distinctes, ce qui permet d’achever la preuve en considérant (uwowi<n)) .

Exemple (Autre prewve de Bolzano-Weierstrass)

Il existe une autre preuve classique du théoréme de Bolzano-Weiestrass qui per-
met méme d’avoir un résultat plus fort.
La preuve au programme est celle par dichotomie, mais celle-ci constitue un bel
exercice et le résultat en vaut la peine.

Lemme : De toute suite, on peut extraire une sous-suite montone.

Une fois ce lemme démontré (pas spécifique aux suites bornées), le théoréme de
Bolzano-Weierstrass s’obtient directement grace au théoréme de la limite mono-
tone.

Reste donc a prouver le lemme :

Idée géométrique : On imagine que le soleil se trouve & 'infini et on considere le
relief dessiné par la suite.

On cherche les sommets depuis lesquels on peut observer le lever du soleil, c¢’est-
a-~dire les points qui sont plus haut que tous les suivants.

Si ce nombre de sommets est infini, alors on peut, en sautant de sommet en
sommet, aller vers +o0o en descendant.

o

Sinon, au dela du dernier sommet, pour chaque nouveau « sommet », il en existe
un plus haut au dela pour cacher la vue. On avance alors entre les nouveaux
sommets de fagon croissante désormais.
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Formaliser cette idée.
Solution :
On considére
A={n €N tel que Vp > n, un > up}.
1. Ier cas : A est infini.
A est une partie non vide de N, elle admet donc un plus petit élément ng. On pose
¢(0) = no.
A\ {no} est également infini et on peut donc prendre son plus petit élément ni > no,
de telle sorte que upn, < Ung-
Par récurrence, on construit ainsi une suite extraite décroissante.
2éme cas : A est fini.
Il admet donc un plus grand élément m. On pose ¢(0) =ng =m + 1
Par définition de A, il existe n1 > ng tel que un, < Un, .
De plus n1 € A par construction de ng.
On construit ainsi par récurrence une suite extraite croissante.

Exemple
En admettant le résultat de I’exemple précédent, montrer qu’une suite (u,,) de
limite +00 admet une suite extraite croissante.
Solution :
Par I'absurde, si aucune suite extraite n’était croissante, alors il en existerait une
décroissante. Cette suite ne peut donc tendre vers +o0o, ce qui est absurde, car toutes
les suites extraites doivent avoir la méme limite que w.

4 PROPRIETES SEQUENTIELLES

Certaines propriétés sur des parties de R peuvent étre traduites avec les suites. Ces
propriétés donnent une construction concréte de la propriété.

Propriété 4.1 (Partie majorée et borne sup)

Si une partie X non vide de R est majorée, alors il existe une suite d’éléments
de X qui converge vers sup X.

Preuve
On remarque que X est une partie non vide majorée de R, donc elle admet bien une
borne supérieur que l'on notera S.
Alors par caractérisation de la borne supérieure, Ve >0, dr € X, S —e <x < S.
On discrétise € : Vn € N*, 3z, € X, S — % <ap <S.
On obtient ainsi une suite (zn), N+ € XN qui converge vers S. |

Propriété 4.2 (Partie non majorée)

Si une partie X non vide de R est non majorée, alors il existe une suite d’éléments
de X qui tend vers +oc.

Preuve
En exercice. u

On a de méme avec les parties minorées ou non minorées de R.

Propriété 4.3 (Caractérisation séquentielle de la densité)

Une partie X de R est dense dans R si, et seulement si tout réel x € R peut s’écrire
comme limite d’une suite d’éléments de X.

Preuve
(sens direct) Si X est dense dans R et x € R, alors Ve > 0, Jx — ¢,  +[NX # 0.
Donc en discrétisant €, on trouve que

1 1
vn € N*, 3z, € X, xne}mff,:chf[.
n n
Ce qui construit une suite (z,) € X N7 qui converge vers .
(sens réciproque) Soit ]a, b[ un intervalle ouvert (non vide) de R.
On note z = 2£2 €Ja, b[ et on considére une suite de X™ qui converge vers z.
Alors pour € = bz“,ﬂn eN, x, € [xf b;—“, T+ b;—“} .
Or,x—bfTa:HT“—I)?T“:%%>aetdeméme,a:+bfTa<b.
Donc z, €]a, b].
Alinsi, on a montré que tout intervalle ouvert ]a, b[ de R rencontre X, donc X est dense
dans R. |

Corollaire 4.4

Tout nombre réel peut s’écrire comme limite d’une suite de rationnels.
Tout nombre réel peut s’écrire comme limite d’une suite d’irrationnels.

Ces propriétés, jointes & la continuité, seront trés utiles pour étudier des fonctions.
L’étude de la fonction sur Q suffira, a 'aide de la continuité, & obtenir la fonction
sur R tout entier.

Définition 4.5 (Nombre décimal)

Un nombre décimal est un nombre rationnel que 'on peut écrire sous la forme

16w avec p € Z et n € N.

Explications

Les nombres décimaux sont les nombres qui admettent un nombre fini de décimales
aprés la virgule.

Ainsi, en les multipliant par une puissance de 10 suffisamment grande, on obtient un
nombre entier p.

Exemple

% n’est pas décimal.

’rThéoréme 4.6 (Densité des décimauz dans R )

L’ensemble D des décimaux est dense dans R.
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Preuve

Soit € R, Pour tout n € N, on pose z, = 1o [10"z] .

La suite (z5), o est & valeurs dans D. Montrons qu’elle converge vers .

Par définition de la partie entiére 10"z — 1 < [10™z] < 10"z, donc z — 10% <xn <2
Par encadrement, on a bien lim =z, = .

n—-+oo
D’aprés la caractérisation séquentielle, D est dense dans R. |

5 COMPOSITION AVEC UNE APPLICATION

— Théoréme 5.1 (Convergence et limites de fonctions)

Si f est une fonction qui admet une limite en a € R, et si hrj_l Uy = a, alors
n—-+0o0o

lim f(u,) = lim f(x).

n—-+oo Tr—ra

— Corollaire 5.2 (Convergence et continuité)

Si f est une fonction continue en a, et si lim wu, = a, alors
n—-+oo

lim f(un) = (nggloo u) ~ f(a).

n—-+oo

A Dans les démonstrations, il ne faut pas oublier d’écrire que f est continue pour
utiliser ce théoréme.

Preuve
Admis car ces théorémes sont liés aux définitions des limites de fonctions et de la conti-
nuité qui sont vues dans le chapitre correspondant (et dans lequel ils sont démontrés).
|
A Ce n’est pas parce que la fonction n’est pas continue en a ou n’admet pas de
limite en a que la suite n’en aurait pas non plus.

Exemple
Trouver une suite u qui diverge vers 400, et une fonction f qui n’admet pas de
limite en 400, mais telles que f(u,) admette une limite en +oc.
Solution :
On prend par exemple f : x — sinz qui n’admet pas de limite en +oo.
Si on pose u, = nm, alors u, — 400 et Vn € N, sin(u,) =0 — 0.
Donc (sin(un)) converge.

Exemple
Avec les mémes hypothéses qu’a 'exemple précédent, trouver u et f telles que
f(uy,) n’admette pas de limite en +oco.
Solution :
Avec la méme fonction f, si on pose u, = g + nm, alors u, — +o00.
Vn € N, sin(uz,) =1 — 1 et sin(uzny1) = -1 = —1.

Donc les deux suites extraites convergent vers des limites différentes.
Donc (sin(u,)) diverge.

Exemple

. . o nyn —1
Donner la limite de la suite (u,,) définie par Vn > 2, u,, =1In (2_'_1) .
n
Solution :
Pour tout n > 2, n2+15£06t@
n? + 11
nyn—1 nyn 1- Y
Or,n # 0, donc w1 =2 +7%2.

1— 1 1 1
Tn‘lﬁl — 1 par quotient, et nyn =— — 0", donc %
n2

n? vn n2 41

Or z — Inz tend vers —oco en 0+, donc lim wu, = lim lnx = —oo.
n—-+oo x—0Tt

> 0, donc la suite est bien définie.

— 0" par produit.

6 SUITES RECURRENTES 1 = f(u,)

Les méthodes présentées ci-dessous ne font pas explicitement parties du programme,
mazts il serait dommageable de ne pas, au moins, les comprendre.

Soit I un intervalle de R, et A un intervalle ou une réunion d’intervalles.

f: A— R est une application.

A Définition

Pour pouvoir calculer f (u,), il faut s’assurer que w,, reste dans le domaine de défi-
nition de f pour tout n € N. Voire méme, que u,, reste dans un domaine sur lequel
f posséderait des propriétés qui rendent 1’étude plus simple.

C’est 'objet de la définition suivante : trouver un domaine stable par la fonction.
Intuitivement, si un point est dans ce domaine, on peut lui appliquer f autant de
fois que 'on veut, I'image reste dans ce domaine. Ainsi, on peut restreindre f & ce
domaine, appelé A ici.

Définition 6.1
’7011 dit que la partie A C R est stable par f, si f(A) C A.

Exemple
Soit f : x +— 2%
stable ?
Solution :

f est croissante sur [0, 1], donc Vz € [0,1], f(0) < f(z) < f(1),
c'est-a-dire f(z) € [0, 1]. 1
Donc [0, 1] est stable par f.

Visuellement, les images par f de [0,1] sont également dans le
segment [0,1] : la courbe reste dans le rectangle [0,1] x [0, 1].

Montrer que [0, 1] est stable par f. [—1,1] est-il également

\]

T

-1 1
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f est décroissante sur [—1, 0],
donc Vz € [—1,0], f(0) < f(z) < f(—1), c’est-a-dire f(x) € [0, 1].
Ainsi, avec la question précédente,

Ve € [-1,1], f(z) €[0,1] C [-1,1]

Donc [—1, 1] est stable par f.
A

L.

-1 1

Un point fixe est un point qui n’est pas modifié par f : son image est égale a lui-méme.
Une fois sur le point fixe, on « ne bouge plus ».

Géomeétriquement, un point fixe correspond & un point d’intersection entre la courbe
de f et la courbe y = =x.

Définition 6.2
‘VUn point zp € A est un point fixe de f si f(zg) = =0

Exemple
Chercher les points fixes de la fonction f : x — /x.
Solution : A
Cela revient a résoudre I’équation f(z) = =z, 1

on trouve x = 1 comme unique solution.
1 est le seul point fixe de f.

\]

Propriété 6.3

Si A stable par f, alors les relations ug € A et pour tout n € N, w11 = f(un)
définissent une unique suite.
Dans ce cas, ¥n € N, u, = f™(ug) ot f* désigne la composée n'*m¢ de f.

Preuve
Par récurrence, on montre que ¥n € N,u, € A. Ainsi la suite est bien définie (et de
fagon unique). L’expression en fonction des composées s’obtient par la récurrence. M

Exemple
Soit f: R\ {—1} — R définie par f(z) = %_H

1. Montrer que Yug > 0, la relation u,+1 = f(u,) définit une unique suite.

2. Montrer que les valeurs interdites pour ug peuvent étre décrites par les termes
d’une suite récurrente (v,,) de premier terme vg = —1.

Solution :

1. On montre que R est stable par f. En effet, V& > 0, z + 1 > 0, donc f(z) > 0.

Ainsi f(R}) C R%.
Or up € R}, donc la suite est bien définie pour tout n € N et de facon unique.
2. La suite u n’est pas définie <= dn € N, tel que u, = —1
<= In € N, tel que f"(uo) = -1
Or, on remarque que f est bijective de R\ {—1} dans R".
En effet, Vo # —1, f(z) #0,et Vy # 0, f(z) =y < %H =y
<:>at+1:% (car y #0)
=z = 1
Donc f est bijective et pour tout z # 0, f~*(z) = i —1.
Ainsi In € N, tel que f"(ug) = —1 <= In € N, tel que up = (ffl)n (-1)
Donc les valeurs interdites sont décrites par les termes de la suite (v,) définie par
vo=—1letVn €N, vhy1 = f_l(vn).

1
y

B Monotonie de la suite

— Méthode

La monotonie de la suite v dépend de la position de la courbe de f par rapport a
la bissectrice y = x.

1. Si la courbe de f est au dessus de la bissectrice y = =z, alors la suite est
croissante.

2. Si la courbe de f est en dessous de la bissectrice y = x, alors la suite est
décroissante.

On essaie de trouver un intervalle stable sur lequel la courbe est toujours du
méme coté de la bissectrice : la suite est alors monotone.

Si la suite oscille entre deux intervalles : I'un ott 4 est au dessus de la courbe, et
I'un ot €% est en dessous, on peut étudier les suites (u2,) et (u2n41) et essayer de
montrer qu’elles sont adjacentes par exemple.

Preuve
Upt1 > Un < f(un) > Up
Cela correspond a f(x) > z pour = = un [ |
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C Utilisation de la monotonie de f

— Théoréme 6.4

Soit f une fonction croissante sur une partie A de R stable par f.
Soit (uy,) une suite définie par ug € A et pour tout n, up+1 = f(un).

Alors (uy,) est monotone et
e (uy) est croissante si uy > uo,
e (uy) est décroissante si u; < up,

e (uy) est constante si u; = ug.

Preuve
Par récurrence, une fonction croissante conserve le sens des inégalité :

Unt1l 2 Un = f(un+1) = f(un) = Up+2 = Unt1-

Théoréme 6.5
I

i f est décroissante, alors (uz,) et (u2,+1) sont monotones de sens contraires.

D Utilisation de la continuité de f

Théoréme 6.6

Soit f une fonction & valeurs dans R, continue sur une partie A C R stable par f.
On définit une suite (u,) par ug € A et pour tout n € N, uy11 = f(up).
Si (u,) converge vers £ € A, alors ¢ est un point fixe de f.

Preuve
Voir le corollaire 5.2.
L’idée est d’écrire que lirf Unt1 =Let lim f(un) = f( lim un) = f(€).

n— n——+oo n——+oo

Par égalité des limites on en déduit : f(¢) = £. [ ]

A La réciproque est fausse : une fonction peut avoir un point fixe sans que la suite
soit convergente.

— Meéthode (Montrer que la suite diverge)

Pour montrer que la suite définie pour tout n € N, par u,+1 = f (uy,) diverge,
on peut

e Montrer que f n’admet pas de point fixe (ou pas de point fixe atteignable).

e Montrer que les suites (ug2,) et (ua,+1) ne convergent pas vers la méme limite.

Preuve

Si f est décroissante, alors f o f est croissante.

Donc d’aprés le théoréme 6.4, (u2n) et (u2n+1) sont monotones.

Supposons que (us2,) soit croissante, alors us > wuo, et par décroissance de f : us =

fluz) <ur = f(uo).

Donc (u2n+1) est décroissante.

De méme, si (u2y) est décroissante, alors (us2n+1) est croissante.

Et si 'une est constante, ’autre aussi. |
A f croissante n’implique pas que (u,) soit croissante, mais qu’elle est monotone.
f décroissante n’implique pas que (u,) soit décroissante.

/\ Penser a vérifier que le domaine sur lequel f est monotone est stable par f.

Méthode

Lorsque f est décroissante, les suites (uay,) et (ug,+1) peuvent parfois se comporter
comme des suites adjacentes.
(Mais elles peuvent aussi diverger pour A = R ou converger vers deux points

distincts).

Exemple
Soit up € R, et Vn € N, up, 11 = u?.
Solution :
On pose f : x — 2. Comme f est définie sur R, la suite est définie de fagon unique.

Siuop < 0, alors u; > 0, donc quitte & décaler la suite d’un rang, on peut supposer ug > 0.
Or f(R+) C R4+ (R4 est stable par f), donc Vn € N, u, > 0.

e siug € [0,1] alors par récurrence immédiate, on montre que la suite est décroissante
(la courbe de f est en dessous de la bissectrice y = z),
Et la suite est minorée par 0, donc elle converge.
Comme f est continue, alors (u,) converge vers un point fixe de f.
Or 0 est le seul point fixe de f inférieur & uo.
Donc (un) converge vers 0.

e si ug = 1, alors la suite est constante égale a 1.

e siug > 0, alors par par récurrence immédiate, (u,) est croissante.
si la suite converge, alors elle converge vers un point fixe de f.
Or f n’admet par de point fixe supérieur a ug > 1.

Donc (u,,) diverge et tend vers 4oo.



MPSI

https://molin-mathematiques.fr

7 EXTENSIONS AUX SUITES COMPLEXES

Définition 7.1

Une suite réelle est un élément de RN,
Une suite compleze est un élément de CN.

A Les inégalités n’ont aucun sens dans C, il faut toujours passer au module.
On ne parle pas de suite croissante ou décroissante dans C.

~ Définition 7.2 (Suite bornée)

Une suite complexe (u,,) est bornée, si la suite de ses modules (|u,|) est bornée.

- Propriété 7.3

Soit (u,) € CN, on pose x,, = Re (u,,) et y, = Im (uy,).
Alors (u,) est bornée si et seulement si (x,,) et (y,) le sont.

Preuve
Elémentaire, car pour tout n € N, |x,| < |u,| et de méme pour (y). ]

~ Définition 7.4 (Convergence)

Une suite (u,,) € CN converge vers un complexe L (ou admet L pour limite), si

Ve > 0,3n. € N, tel que Vn > n., |u, — L| <e.

— Théoréme 7.5

Soit (u,) € CN, on pose x, = Re (u,,) et y, = Im (uy,).
Alors (u,) converge si et seulement si (x,,) et (y,) convergent et

lim u, = lim z,+¢ lim y,.
n—-+oo n—-+oo n—-+4+oo

Preuve
Elémentaire.
Si on note L = x + iy la limite, alors x, — x = Re (un — L), donc |z, — x| < |un — L],
ce qui permet de conclure pour le sens direct par comparaison.
Pour le sens réciproque, |un — L| < |2n — 2|+ |yn — y| ce qui donne également le résultat
par comparaison. ]

’, Corollaire 7.6

Toute suite complexe convergente est bornée.

Preuve
Comme sur R en remplagant les valeurs absolues par les modules. |

A La réciproque est fausse. Par exemple la suite (e'™) est bornée, mais ne converge
pas.

Propriété 7.7

Les opérations sur les limites vues sur R restent valables sur C (les scalaires A et u
peuvent étre complexes).

Preuve
Soit on refait les preuves comme sur R, soit on réalise les opérations sur les parties
réelles et imaginaires pour obtenir le résultat sur C. |

Propriété 7.8

Si (u,) € CN qui converge vers L € C, alors
1. (Jun|) converge vers |L|,

2. (u,) converge vers L.

Preuve
Siun — L, alors zp, = = Re (L) et yp — y = TIm(L).
Donc /22 +y2 — /22 +y2 = L par continuité des fonctions en présence (on met
chacune au carré, puis on somme et on passe a la racine ; on pourrait aussi le voir avec
la continuité du module comme fonction définie sur C, mais ce sera I’an prochain).
De méme x,, — iy, — x — iy par opération sur les limites. |

Théoréme 7.9 (Théoréme de Bolazano- Weiestmss)}

Toute suite complexe bornée admet une suite extraite convergente.

Preuve
L’idée est de reprendre le résultat sur R, mais de réaliser deux extractions successives
en raison des deux suites (parties réelles et parties complezes).
Soit u € CN une suite bornée.
On note z la suite de ses parties réelles, et y celle de ses parties imaginaires.
Les suites x et y sont donc également bornées.
D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass sur R, il existe donc une fonction
d’extraction ¢ telle que (x%"(”))neN converge dans R.
Mais (y‘P("))neN est encore bornée, donc il existe une extraction 1 telle
que (y%”W(")))neN converge dans R.
(mW(W”)))neN converge également (suite extraite d’une suite convergente).
Donc (u#’(w(")))neN converge dans C.

(On remarque que ¢ o ¢ est une fonction strictement croissante — par composition —
de N dans N). [
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